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Sensuren faller i uke 35.

Oppgave 1 (Deloppgavene a, b, c og d teller henholdsvis 6%, 6%, 9% og 9%)

En partikkel med masse m befinner seg i et éndimensjonalt, symmetrisk brønnpotensial
med vidde 2l:

V (x) =

{
0 for −l < x < l,
2V0 for |x| > l.

Brønndybden 2V0 er valgt slik at 1. eksiterte tilstand, ψ2(x), har en energi som er akkurat
lik halvparten av brønndybden, dvs E2 = V0.

a. Av opplysningene ovenfor skjønner en at dette systemet har minst to bundne en-
ergiegentilstander (én for hver energiegenverdi). •Angi uten bevis hvilken symmetriegen-
skap og hvor mange nullpunkter grunntilstanden ψ1(x) har, og tilsvarende for 1. ek-
siterte tilstand ψ2(x). •Hvilke kontinuitetsegenskaper har disse energiegenfunksjonene
(n̊ar potensialet er endelig som her)?
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b. For x > l har ψ2(x) formen

ψ2(x) = C e−κ2x, κ2 > 0 (x > l).

•Finn κ2 ved innsetting i den tidsuavhengige Schrödingerligningen (Ĥψ2 = E2ψ2) for
potensialet V (x).

Den generelle løsningen av ligningen Ĥψ2 = E2ψ2 for x > l inneholder ogs̊a et ledd
D exp(κ2x). •Hvorfor må vi ha D = 0 for energiegenfunksjonen ψ2(x)? •Finn den
relative helningen, (dψ2/dx)/ψ2, for omr̊adet x > l.

c. For brønnomr̊adet har energiegenfunksjonen ψ2 formen

ψ2(x) = A sin k2x (−l < x < l).

•Forklar hvorfor, og finn bølgetallet k2 uttrykt ved E2 = V0. •Bruk informasjonen som
n̊a er kommet fram til å tegne en prinsippskisse av ψ2(x) (b̊ade for positive og negative
x).

d. Som du kanskje er klar over, vil en “halv bølgelengde” av funksjonen sin k2x svare til
at fasen k2x endrer seg med et beløp π. Fra prinsippskissen av ψ2(x) framg̊ar det da at
k2l må ligge et sted mellom π/2 og π, eller med andre ord: π/2 er en nedre skranke og
π er en øvre skranke for k2l. (Overbevis deg sjøl om at du forst̊ar dette; det er viktig i
resten av oppgaven.) •Hva blir de tilsvarende nedre og øvre skrankene for energien E2 og
dermed for V0?

Selv om V0 (og dermed brønndybden 2V0) ikke er helt fastlagt, er det n̊a mulig å trekke
visse slutninger n̊ar det gjelder den mulige eksistensen av flere bundne energiegentilstander
enn ψ1 og ψ2: •Lag en prinsippskisse som viser hvordan en 3. eksiterte bunden tilstand,
ψ4(x), må se ut dersom den eksisterer, og finn en nedre skranke for k4l ut fra skissen.
•Bruk dette resultatet, samt det som er opplyst om k2l, til å finne en nedre skranke for
forholdet k4/k2. Avgjør ut fra dette om det eksisterer en bunden tilstand ψ4(x).

Oppgave 2 (Deloppgavene a, b og c teller hver 9%)

En partikkel med masse m befinner seg i en uendelig dyp éndimensjonal potensialbrønn
(boks) med vidde L:

V (x) =

{
0 for 0 < x < L,
∞ ellers.

Ved t = 0 prepareres dette systemet i en tilstand beskrevet ved bølgefunksjonen

Ψ(x, 0) =

√
16

5L

(
sin

πx

L

)3
(∗)
=

3√
10
ψ1(x)−

1√
10
ψ3(x),

der ψ1 og ψ3 er to av de normerte energiegenfunksjonene for dette systemet (se formel-
arket). [Overgangen merket med (*) følger fra identiteten 4 sin3 y = 3 sin y − sin 3y.]
Figuren viser

√
LΨ(x, 0) og L|Ψ(x, 0)|2 som funksjoner av x/L.



Side 3 av 7

a. •Vis at begynnelsestilstanden Ψ(x, 0) er normert. [Hint: Normeringsintegralet kan
skrives som ∫ L

0
(c1ψ1 + c3ψ3)

∗ (c1ψ1 + c3ψ3) dx = · · · .]

•Angi (jf diagrammet ovenfor) forventningsverdien 〈x 〉0 av partikkelens posisjon ved
t = 0. •Ansl̊a (p̊a “øyem̊al”, vha diagrammet) omtrent hvor stor usikkerheten (∆x)0 i
posisjonen er ved t = 0.

b. Etter prepareringen (for t > 0) er bølgefunksjonen

Ψ(x, t) =
3√
10
ψ1(x)e

−iE1t/h̄ − 1√
10
ψ3(x)e

−iE3t/h̄.

Anta at det gjøres en måling av energien E til partikkelen ved t = 0 (umiddelbart
etter prepareringen). •(i) Hva er de mulige m̊aleresultatene, og hva er sannsynlighetene
for disse? •(ii) Beregn forventningsverdien 〈E 〉0 av energien ved t = 0 (uttrykt ved
grunntilstandsenergien E1). •(iii) Hva blir bølgefunksjonen for systemet etter en slik
måling? •(iv) Hva blir svarene p̊a (i) og (ii) dersom m̊alingen i stedet gjøres ved tiden t
(dvs en stund etter prepareringen)?

c. Etter overslaget av usikkerheten (∆x)0 i pkt. a kan det være interessant å undersøke
(∆px)0. •Vis først at 〈 px 〉0 = 0. •Finn deretter 〈 p2

x 〉0 (f.eks vha resultatet for 〈E 〉0),
og sett inn den resulterende usikkerheten (∆px)0 (og overslaget over (∆x)0) i usikkerhets-
produktet (∆x)0(∆px)0.

Oppgave 3 (Deloppgavene a og b teller hver 9%)

Det oppgis at grunntilstanden for et hydrogenlignende atom (en partikkel med ladning
−e og masse m bundet til en punktkjerne med ladning Ze og masse M) beskrives av den
normerte energiegenfunksjonen

ψ(r) = (πa3)−1/2e−r/a, a = a0
me

Zµ
, µ =

mM

M +m
.

Her er a0 Bohr-radien og r = |r|, der r er avstandsvektoren fra kjernen til partikkelen
med ladning −e.
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a. •Vis ut fra sannsynlighetstolkningen av bølgefunksjonen for den oppgitte tilstanden
at sannsynligheten for å måle en avstand r mellom de to partiklene i intervallet [r, r+ dr]
er

4r2

a3
e−2r/adr ≡ P (r)dr.

Figuren viser P (r) som funksjon av r. •Finn den r-verdien (rmax) hvor P (r) har sitt
maksimum. •Finn ogs̊a forventningsverdien 〈 1/r 〉 for den oppgitte tilstanden. [Oppgitt:∫∞
0 xne−αxdx = n!/αn+1.]

b. Resultatene ovenfor skulle indikere at a kan brukes som et m̊al for “utstrekningen” av
grunntilstandsorbitalen. •Finn a uttrykt ved a0 n̊ar kjernen er en heliumkjerne (Z = 2)
med masse M ≈ 3727 MeV/c2 og partikkelen med ladning −e er et π−-meson med masse
mπ ≈ 139.6 MeV/c2. (Elektronets masse er me ≈ 0.5110 MeV/c2.)

Anta n̊a at dette hydrogenlignende atomet f̊ar selskap av et elektron, og at hele sys-
temet (kjerne, π-meson og elektron) befinner seg i den stasjonære tilstanden der den totale
energien er s̊a lav som mulig (grunntilstanden for dette 3-partikkel-systemet). Vi ser her
bort fra at π-mesonet har en noks̊a kort levetid. Elektronets bølgefunksjon er i denne
tilstanden med veldig god tilnærmelse gitt av formelen

ψe = (πa3
e)
−1/2e−r/ae .

•Forklar hvorfor og angi hva ae er for denne bølgefunksjonen.
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Oppgave 4 (Deloppgavene a, b og c teller henholdsvis 4%, 8% og 3%.)

Karbondioksyd har kjemisk formel CO2. Molekylet er lineært:

CO O

Molekylets geometri er bestemt ved bindingslengden C-O, som i en Hartree–Fock–beregning
med basissettet 3–21G(*) [dvs tre s– og seks p–orbitaler pr atom] er 1.156 Å. Vi antar at de tre
atomkjernene ligger langs z–aksen, og at molekylets symmetrisenter sammenfaller med origo.

a. • Hvor mange elektroner har dette molekylet i alt? I LCAO–tilnærmelsen skrives énpartikkel-
tilstandene (molekylorbitalene, ”MO”) Ψi i molekylet som lineærkombinasjoner av atomære
orbitaler (basisfunksjoner) φµ:

Ψi =
M
∑

µ=1

cµiφµ

Koeffisientene cµi angir i hvilken grad en gitt basisfunksjon (for eksempel 1s–orbitalen φ1s p̊a
et av O–atomene) bidrar til MO nummer i. • Hvor mange basisfunksjoner M inng̊ar i denne
summen i CO2, med det valgte basissettet 3–21G(*)? • Hvor mange MO er okkupert av elek-
troner i CO2? (Husk Pauliprinsippet, samt at hver MO representerer to énpartikkeltilstander, i
og med at et gitt elektron kan ha spinn ”opp” eller spinn ”ned”. Vi betrakter her utelukkende
grunntilstanden.)

b. Figuren nedenfor illustrerer noen av de beregnede molekylorbitalene i CO2:

Ψ3 Ψ4

Ψ6 Ψ7

Ψ9 Ψ10
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Lys gr̊a angir en flate med konstant positiv verdi av orbitalen, mørk gr̊a angir en flate med
tilsvarende konstant negativ verdi av orbitalen.
• Angi pariteten til hver av orbitalene i figuren ovenfor (dvs: lik eller odde).

Fire av molekylorbitalene i figuren p̊a forrige side er lineærkombinasjoner av atomære orbitaler
som følger (der fortegnene er innbyrdes korrekte, mens samtlige koeffisienter er satt lik 1 i
absoluttverdi, noe som ikke er korrekt, men som ikke har betydning for oppgaven):

ΨA = φO1

px

− φO2

px

ΨB = φC
s

ΨC = φC
px

+ φO1

px

+ φO2

px

ΨD = φC
pz

− φO1

s + φO2

s − φO1

pz

− φO2

pz

O1 og O2 angir henholdsvis oksygenatomene til høyre og venstre for det sentrale karbonatomet,
som er angitt med C.
• Hvilke MO i figuren p̊a forrige side tilsvarer hver av disse?

c. Figuren nedenfor illustrerer tre av i alt fire vibrasjonsmoder i CO2. Pilene angir retningen
p̊a utsvinget til molekylets atomer for den enkelte vibrasjonsbevegelsen. Tilhørende bølgetall
k er oppgitt i enheten cm−1. • Angi for hver vibrasjonsmode om den er IR–aktiv eller IR–
inaktiv. (En vibrasjonsmode er IR–aktiv dersom den tilhørende vibrasjonsbevegelsen tilsvarer
en oscillerende elektrisk dipol.)

659 cm−1

1428 cm−1

2463 cm−1
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Oppgave 5 (Teller 10%)

Ammoniakk, NH3, er ikke et plant molekyl. N-atomet ligger, i likevekt, i en avstand d0 fra
planet P som dannes av de tre H-atomene. Molekylets geometri kan ”inverteres” ved at N-
atomet hopper eller tunnelerer fra den ene til den andre siden av dette planet.

x

y

La oss anta at molekylets energi E kan beskrives ved hjelp av funksjonen

E(x, y) = E0

(

x4 + 4x2y2
− 2x2 + 2y2

)

der E0 = 0.25 eV og x = d/d0 er en dimensjonsløs størrelse som angir avstanden mellom
N-atomet og planet P . Den dimensjonsløse størrelsen y kan antas å representere andre frihets-
grader, for eksempel N-atomets horisontale posisjon i forhold til molekylets symmetriakse (se
figuren).
• Bestem de stasjonære punktene til funksjonen E(x, y) og vis at molekylet har to likevekts-
geometrier, ved d = ±d0, adskilt av en transisjonstilstand (sadelpunkt) ved d = 0. Merk: Du
skal verifisere at de stasjonære punktene er minima, eventuelt sadelpunkt, ved å betrakte den
andrederiverte av E, nærmere bestemt hessianmatrisen

H =





∂2E
∂x2

∂2E
∂x∂y

∂2E
∂y∂x

∂2E
∂y2





• Hvor stor er energibarrieren for inversjon av molekylet, dvs for at N skal g̊a fra posisjon d0

til −d0?



Formler og uttrykk (Noe av dette kan du f̊a bruk for.) Vedlegg

Usikkerhet

(∆A)2 =
〈

(A− 〈A 〉)2
〉

=
〈
A2
〉
− 〈A 〉2 ; ∆A ·∆B ≥ 1

2

∣∣∣〈 i[Â, B̂]
〉∣∣∣ ;

∆x ·∆px ≥ 1
2
h̄.

Uendelig dyp potensialbrønn (boks), V (x) = 0 for 0 < x < L, uendelig ellers

Normerte energiegenfunksjoner og tilhørende energir er

ψn(x) =

√
2

L
sin knx, kn =

πn

L
, En =

h̄2k2
n

2m
; n = 1, 2, · · · ;

∫ L

0
ψ∗n (x)ψk(x)dx = δnk.

Laplace-operatoren og dreieimpulsoperatorer i kulekoordinater

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L̂2

h̄2r2
;

L̂2 = −h̄2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
, L̂z =

h̄

i

∂

∂φ
;

L̂x =
h̄

i

(
− sinφ

∂

∂θ
− cot θ cosφ

∂

∂φ

)
, L̂y =

h̄

i

(
cosφ

∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ

)
;

[L̂2, L̂z] = 0, [L̂x, L̂y] = ih̄L̂z, osv.

Vinkelfunksjoner

{
L̂2

L̂z

}
Ylm =

{
h̄2l(l + 1)
h̄m

}
Ylm , l = 0, 1, 2, ...;

∫ 2π

0
dφ
∫ 1

−1
d(cos θ)Y ∗l′m′Ylm = δl′lδm′m;

Y10 =

√
3

4π
cos θ =

√
3

4π

z

r
≡ Ypz , Y1±1 = ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ;

Ypx =

√
3

4π

x

r
=

1√
2
(Y1,−1 − Y11), Ypy =

√
3

4π

y

r
=

i√
2
(Y11 + Y1,−1).

Noen konstanter

a0 =
4πε0h̄

2

mee2
≈ 0.529 · 10−10 m (Bohr-radien);

α =
e2

4πε0h̄c
≈ 1

137.0360
(finstrukturkonstanten);

1
2
α2mec

2 =
h̄2

2mea2
0

≈ 13.6 eV (Rydberg-energien).


