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Lgsningsforslag

Eksamen 8. august 2011
FY2045/TFY4250 Kvantemekanikk I

Oppgave 1

a. ®@For E <V, bliromradet x > 0 klassisk forbudt, og den tidsuavhengige Schrod-
ingerligningen kan i dette omradet skrives pa formen

2 1
=B =Ry (k= \e(6-B), 2>0).

For omradet x >0 er den generelle lgsningen da ¢ = Ce "% 4+ D e"+*. Her ma vi
sette D =0 for a fa en lgsning som ikke gar mot uendelig i grensen x — oco. En
egenfunksjon for E < Vi ma altsa ha formen

1
Yp=Ce "™* for x>0, med HJF:ﬁ 2m(Vp — E).

AFor £ >0 er

P = — = k%) for <0,

h2
med k= /2mE/h*. Den generelle lgsningen kan her skrives pa formen
1 = Cycoskx + Cysinkz,

og beskriver fglgelig en ikke-lokalisert, ubunden tilstand, som ikke kan normeres til 1.
APartikler som kommer inn fra venstre med 0 < E < V5 vil bli reflektert med 100
% sannsynlighet.

b. ®&Skjgtebetingelsene i origo er at 1) skal veere kontinuerlig, mens ¢’ har et sprang:

2m

P(07) =4(07),  W(07) —¢'(07) = - 2 v(0).

AVi har alt sett at egentilstander med FE >0 er ubundne. Dersom det finnes en
egenfunksjon med FE =0, sa ma denne oppfylle ligningen

_2m

Y= ?[V(x) —Ej =0 for z<0.

Den generelle Igsningen av denne er
Y= Ax+ B,

der A ma settes lik null for a hindre at [¢)| — co nar z — —oo. En eventuell egen-
funksjon med FE =0 ma altsa ha formen ¢ =B for x<0. [Her ma B # 0, da
skjotebetingelsen ellers gir den trivielle lgsningen som er lik null over alt.] En eventuell
egenfunksjon for E = 0 beskriver fglgelig en ikke-normerbar og ikke-lokalisert og dermed
ubunden tilstand.
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AFor £ <0 harvifor 2 <0:
V' =50 — EJ = k29, (med o ;L 2m(—E)> :
Den akseptable lgsningen av denne er

v =C_e"* for x<0,

idet |D_exp(—k_z)| — oo for = — —o0.

c. ®Med
A o 2me L —— L O N e
o - T Y M B s Ve s g e = oy

gir diskontinuitetsbetingelsen

2m.B b
T (b>0).

Multiplikasjon pa begge sider med —aq gir da (med —e = |¢|) betingelsen

Vo + €] + m =b, q.ed.

@] grensen vy — 0 ser vi at betingelsen bestemmer energien entydig, slik at vi (som
kjent) far bare én bunden tilstand:

1
2v/lel=b = e=-V/4 = FE=--V"Ry.
Vil €=~/ b Ry

#Da venstresiden i betingelsen /vy + |€| + y/|¢] = b er en strengt stigende funksjon
av |e| og er lik \/vy for e[ =0, skjgnner vi at ligningen bare kan veere oppfylt for én
energi, forutsatt at

b> /v,

slik at |e| blir positiv og energien blir negativ. [Ved a kvadrere to ganger kan det vises at
lgsningen for energien (i Rydberg) er e = —[(b* — vy)/(20)]? ]

d. &Nar E nermer seg Vj ovenfra (dvs € — 1), gar /€ — vg mot null, slik at koeffisienten
T Neermer seg grensen
Ve+ib /g +ib
Ve—ib  \Jug—ib’
og slik at refleksjonskoeffisienten R = |r|> neermer seg grensen
Vo +1b
V0o — b

I denne grensen har vi altsa 100 prosent refleksjon, i trad med resultatet for 0 < E <V}
(jf pkt. a).

2
=1
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AFor vy =0 (enkel 6-brgnn) er

2

b2
:4e—|—b2

b
2\ /c — b
[Jf grunntilstanden, som hadde €= —b*/4. Viser at R=1/2 for e=25%/4, sab*/4

“setter pa en mate skalaen” for energien i dette tilfellet.]
AFor b — 0 (enkelt potensialsprang) er

1—4/1—uwy/e
14+ 4/1—wp/e

Her oppnas (vha formelen /1 —6=1— 1§+ ")

<< 1 dersom e >>0b*/4.

|

2

2
%Uo/e

2~ Lugfe << 1 dersom €>>uw (dvs E >>Vj).

Rz‘

Oppgave 2

a. ®&De mulige egenverdiene til S-n er (som for en vilkarlig komponent av S) :I:%h, slik
at egenverdiene til o-n er +1.

Alfolge malepostulatet er tilstanden X (0) umiddelbart etter energimalingen en av egen-
tilstandene til H = %hw o-n, og maleverdien er den tilsvarende egenverdien. Vi regner
derfor ut

cos 26 cosf sinf cos 20
1 — 2 _ 2
onx(0) (n20 +n202) ( sin %9 ) ( sinf —cos#@ ) < sin %8 )
_ [ cosfcos 6 + sin 0 sin £0 _ [ cos(f — 30) — 1 3(0)
sin 6 cos 50 — cos 0 sin 56 sin(f — 36) '

Dette viser at x(0) er en egentilstand til H med egenverdi E = Lfiw, som folgelig er den

-2
malte energiverdien.
A Spinnretningen umiddelbart etter malingen er selvsagt n, men la oss regne den ut,
som en kontroll. Med ay = cos %9 og by = sin %9 er

2a5by = 2sin 10 cos 10 =sin®  og  |aj| — |bo|* = cos® 16 — sin® 10 = cos 6,
slik at
(o), =% Re(2agby) + ¥ Sm(2agbo) + 2z (|ag| — |bo|*) =% sinf + 2 cos =n, q.ed.

#Energimalingen tvinger systemet inn i en av de to stasjoneere tilstandene i denne
problemstillingen, nemlig

1 :
Xa(t) = x(0) e~ B/ = ( cos 50 ) e

sin %9
Spinnretningen er da konstant:

(o), = xh() o xa(t) = x'(0) o x(0) = 1.
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b. &Med x =x(0) og H= thwo, er sannsynlighetene for maleresultatene E| = $hw
og EF_= —%hw henholdsvis P, = cos? %0 og P_ =sin® %9. Forventningsverdiene av
E og E? ved tiden t{ er da hhvis

(E)=PyE; + P_E_ = hw(cos® 30 — sin® 10) = Lhw cos

og
(E?)=P,E% + P_E* = (}hw)™.

[Alternativt har vi

<E>:<%hwa‘i>:§ =3 2

Usikkerheten i energien blir da
AFE =\/(E?) — (E)? = Lhwsin 6,

og er som vi ser lik null for # = 0,7 og maksimal for 6 = %7?.

ALFor t>t; er Hamilton-operatoren tidsuavhengig, slik at

d {
“(E)=—
dt< ) I

dvs slik at ( E') blir tidsuavhengig. Tilsvarende for ( E?), og dermed ogsa for AE . Det
samme innser vi ved a notere oss at for ¢ >1¢; er

(1) = ( cos 30 exp(—iE t/h) ) ’

<[H\,H\]>:O,

sin 50 exp(—iE_t/h)

slik at sannsynlighetene P, og P_ blir tidsuavhengige.

c. ®&Formelen ovenfor,

() = ( cos 20 exp(—iE.t/h) ) B ( cos 260 exp(—iwt/2) ) _ ( a ) |

sin 30 exp(—iE_t/h) |~ \ sin36 exp(iwt/2) b

gjor det enkelt & finne spinnretningen som funksjon av tiden. Med 2a™b = sin et og
la|? — |b|* = cosf blir spinnretningen

(o), = %xsinf coswt+y sinf sinwt + 2z cosd

= (x coswt+y sinwt) sinf + z cos .

Her ser vi at spinnretningen preseserer omkring B-retningen (z) med vinkelfrekvensen w.
Det samme gjor da ogsa forventningsverdien av S, som er

(S) = 3h[(x coswt +y sinwt) sinf + 2z cosb).

[Et alternativ er a bruke formelen for tidsutvikling av forventningsverdier,
sammen med dreieimpulsalgebraen.]

Lhwz (o), = thw cosf  og <E2> = (3hw)” <o§> = (1hw)?]
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Oppgave 3

a. ®&De aktuelle matrise-elementene, mellom begynnelsestilstanden v; = 1111 og slutt-
tilstandene ¢ = 11,_, er

Vilt) = =pod(t) [ @0 )0 () 2 da @) (y)en (=) dadyd
= —pod(t /¢ ) 2 ¥1(2)dz = —pod(t) I, 1,

idet integralene over = og y ganske enkelt er normeringsintegraler (lik 1).
#Amplitudene for disse overgangene er ifplge 1.-ordens perturbasjonsteori (og de
oppgitte integralene) lik null for n, = 3,5,7 osv,! og lik

1 o
1115110, = %/Vfi(t')e’wfit dt’ = Z]ﬂ]m /5 ewrit’ gy

1poL 8n,
= - (2 —1)? for n,=2,4,6,--

Sannsynlighetene for disse overgangene er
piL?  64n?
R? mi(n?2—1)4’

P111—>11nz = n,=2,4,---

b. &Amplitudene for overganger fra grunntilstanden )y, til eksiterte tilstander v, n.
med n, > 2 og/eller n, >2 er lik null fordi de er proporsjonale med integralene

[ vn @ wi@dn [ 00 w) 6y = 6,

Vi far altsa ingen overganger til tilstander med n, >2 og/eller n, >2 med den ak-
tuelle perturbasjonen. 2

& Ved innsetting av n, lik 2 og 4 finner vi at den dominerende overgangssannsyn-
ligheten er

4 4 272 272
Priioig = (?m> p%Q = 0.0324 p02

idet

4 4 p2L2 p2L2
P =4—) 22— =0.00021 =22
Hi—t (157r> K2 K2

og de pafglgende sannsynlighetene er vesentlig mindre. For at 1.-ordens perturbasjonsteori
skal gi ngyaktige resultater, ma den samlede overgangssannsynligheten veere mye mindre
enn 1. Gyldighetskravet blir altsa at

2
pp << 31 Tz
Tintegralet I, ,, kan vi godt erstatte faktoren z med faktoren z— L /2, siden integralet Ik @[J: L/24¢,dz =
0. Da faktoren z—L/2 er antisymmetrisk mhp midtpunktet, blir integranden antisymmetrisk og integralet
lik null for n — k et like tall.
2Dette gjelder i virkeligheten ikke bare til forste orden, men eksakt, idet den eksakte tidsavhengige
bglgefunksjonen kan skrives som produktet av én tidsavhengig bglgefunksjon for hver av de kartesiske
retningene. Bevegelsene i z- og y-retning beskrives da av stasjonsere grunntilstandslgsninger av typen
U@ (2,t) = Uy (x,t), mens U2 (z,¢) vil avhenge av perturbasjonen.
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Til sammenligning er den midlere kvadratiske impulsen i grunntilstanden bestemt av

n? h?
2 _ 2 _ N g/ ~
Prms = <p >111 =2m.E1 =37 ﬁ ~ 29.6 ﬁ
Kravet er altsa (ikke uventet) at impulsoverfgringen py ma veere mye mindre enn den
karakteristiske impulsen for grunntilstanden.

c. ®Ved hjelp av ortonormeringen av bokstilstandene finner vi at z-komponenten d, av
dipolmomentet dy; ved overgangen fra ; = 1o til 9y = Uy nym, er

d, = /w:;nyn T Yopad’r = /OL Vr (z) xa(z)d /OL U ()ba(y)dy /OL b (2)ih(2)dz

- Inz,25ny,25nz,2-

Her ser vi at den eneste spontane overgangen (fra ) med d, # 0 er overgangen
1999 — 1199. For denne overgangen er

dy = /w;k22y¢222dgr =0 0og dz = /,lvbikﬂ Z¢222d3’l“ =0

fordi ¥ (z) og 1o(z) er ortogonale.
AUt fra dette resultatet skjgnner vi at 1999 kan de-eksiteres via tre mulige spontane
overganger:

122 fi — e 29
Yagg — W med d &, 1
age — Uora, med dfi = éy I 5,
—_— . = O
9 )
P22 (S med d fi = €z I 5.

A Bohr-frekvensen for de tre overgangene er

Eaz0 — Eigo 3m2h
w = = .
h 2m. L?

Med I, = —16L/(97%) blir den samlede overgangsraten fra tilstanden g da

Waz2 = Wa22-122 + Wa22212 + W2z2—221
40 4 (3mh \*/ 160\? 128x% B}
= e o d (V002 g R
3c? 2 \2m.L? 972 3 cAm2LA

Her ser vi at den samlede overgangsraten er omvendt proporsjonal med L*.

d. #Med L =4ay blir stgrrelsen av dipolmomentet av typisk atomeer stgrrelsesorden:

16
\d,| = = dag = 0.7205a9 = 0.3811 - 107 m.
Y

Det samme gjelder energien hAw til det emitterte fotonet, som blir

_ 2 9 2 2 2
_ Eaoo — Froo - hmw _ 3T h — 3T -13.6 eV = 25.18 eV,

A —
“ n omL? 16 2m.a 16
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og Bohr-frekvensen, som blir

25.18 eV
w =
0.6582 - 1015 eVs

=3.825-10% 71,

Innsetting i formelen for wago gir en overgangsrate fra tilstanden 199 pa

VIBE:
Wazy = @ —— |d, 2 = 2.64 - 1010 s,
C

ADipoltilnsermelsen er en god tilnsermelse dersom kL << 1. Vi regner derfor ut

.85-10'6
oL g, L 3850100

; = 3708 < 4-0.529-1071° = 0.027.

Konklusjonen er at dipoltilneermelsen er en god tilnsermelse i det aktuelle tilfellet.



