Eksamen FY2045/TFY4250 9. august 2012 - Igsningsforslag 1

Lgsningsforslag

Eksamen 9. august 2012
FY2045/TFY4250 Kvantemekanikk I

Oppgave 1

a. #Med ¢ =C for |z|>a folger det fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen
at energien er lik null:

_H\w_ thu_
E_W__%E_O

AFor —a <z < a har ligningen da formen

2 1 1
”:h—TVO@/JE/@gzb, med Ii():ﬁ\/Qm‘/b:g7

og med den generelle lgsningen
1 = Acosh kgr + Bsinh kqz.
Kontinuiteten av ¢ i = = —a og +a gir
C = Acosh(—kpa) + Bsinh(—koa)
= Acosh(kpa) — Bsinh(kpa) og
C = Acosh(kpa) + Bsinh(koa).
Addisjon og subtraksjon av de to ligningene gir B = 0, som skulle vises, og
C cosh (ko)

A=——"  glikat ¢ =0C

f —a<rT<a.
cosh(koa) o Gsasa

cosh(kgpa)

b. &Med ¢/(a*)/i(a) =0 og
Y'(a”) Ko sinh(koa)
Y(a)  cosh(kga)
der rkoa =1, gir den oppgitte diskontinuitetsbetingelsen

2mfy
h?

= ko tanh(kpa),

0 — ko tanh(kpa) = —
dvs ) ) )
h h h
Bo = 5 00 tanh(kpa) = - tanh(1) = 0.76 Sy
#Den symmetriske egenfunksjonen vi har funnet ser slik ut.

W/

-l Cosh (¥,X)

0.5 —————M %)

-2 4 0 1 2

X/
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& Denne egenfunksjonen beskriver ikke en bunden tilstand, da den hverken er lokalisert
eller normerbar. En eventuell bunden tilstand ma vere enten symmetrisk eller antisym-
metrisk. Vi skal da se at det er tilstrekkelig a undersgke om det finnes en symmetrisk
tilstand. En slik lgsning ma ha formen C exp(—«z) for x > a og Cexp(kz) for = < —a,
med k>0. For —a <z <a ma den ha formen Acosh(k;x), der k; > Ko. Dette kr-
ever et storre sprang ¢'(a™) —1’(a”) enn ovenfor, dvs det krever (> ;. Det eksisterer
altsa for (3 = 3y ingen symmetrisk bunden tilstand med FE < 0, og fglgelig heller ingen
antisymmetrisk bunden tilstand (idet en slik tilstand ma ha hgyere energi).

c. ®Dersom forste eksiterte tilstand skal veere bunden, ma den veere antisymmetrisk,
med nullpunkt i origo. For 3 grlite grann mindre enn 3; er energien til denne tilstanden
tilnaermet lik null, slik at den er praktisk talt lik en konstant C; for = > a og = lik —C}
for x < —a. For —a <z <a har den formen Asinh(koz). Med

djp((cs;) =0 og wz;({;_)) = ko coth(kopa)
gir diskontinuitetsbetingelsen da
0 — kg coth(koa) = _27;;2&’
dvs 2 2
B = T coth(1) = 1.31 S’

A En eventuell 2. eksiterte bunden tilstand skal ha to nullpunkter. Dette er ikke mulig,
da den ogsa skal veere symmetrisk, og dermed ma ga som cosh(kiz) for —a <z < a.
Denne funksjonen har ingen nullpunkter, og det har heller ikke C'exp(—xx) for z > a
og Cexp(kz) for = < —a. Systemet har altsa i hgyden to bundne tilstander, og det er

for (> (.

Oppgave 2

a. ®Egentilstandene til S, og dermed til H er Pauli-spinorene

w=(1) w e=()

Egenverdiene til S, er hhvis —l—%h og —%h, og (de to eneste) energiegenverdiene blir dermed

Ei = :I:%hw
A& De tilhgrende stasjoneere tilstandene er da
‘ 1.
Xi(t> _ Xieszit/h _ Xi€¥2zwt'

A& Ved hjelp av dreieimpulsalgebraen finner vi at hverken S, eller S, kommuterer med

—~

H:
[H,S,] = w[S., Sy] = +ihwS,,

[H,S,] = w[S.,S,] = —ihwS,.

ASiden H og S, (Sy) ikke kommuterer, kan de tilhgrende observablene, E og S, (.S,),
ikke ha skarpe verdier samtidig, dvs de er ikke kompatible.
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b. ®&lfplge malepostulatet skal en maling av S-n = %ho"ﬁ gi en av egenverdiene for
denne stgrrelsen og etterlate systemet i den tilhgrende egentilstanden. Vi regner derfor

ut
1 : 1
onx(0") = (ngo,+n.o,) < 69829 ) = ( CQSQ sin 0 ) ( o 20 >

sin %«9 sinff —cos@ sin %0

1 i in L _1
_ c.()choleQ—i-&n@sm %6’ _ 095(9 %9) — 1y (0.
sin 6l cos 56 — cos 0 sin 50 sin(6 — 50)

Dette viser at x(07) er en egentilstand til o-n med egenverdi +1. Konklusjonen er at
maleresultatet for S-n var —i—%h.
Sannsynligheten for dette resultatet er tallverdikvadratet av projeksjonen av tilstanden

for malingen pa tilstanden etter:
2
: 1/v/2
1 1
(cos 50 sin 50) ( i/v2 >
1

(0052 %9 + sin? %6’)2 =3

P o= |00 =

2

1
= ’00819-1— sin 16| = -
V2 2

A&Vha den oppgitte formelen er det lett a se at spinnretningen for malingen var
(0 )y =¥, som star vinkelrett pa n, uavhengig av §. Dette er grunnen til at sannsyn-
ligheten blir uavhengig av 6.

c. ®#Malingen av S-n etterlater som vi har sett spinnet i en egentilstand for denne
storrelsen. Derfor er S-n skarp (lik +%h) i denne tilstanden. Fra resultatene i pkt. a
folger det at H ikke kommuterer med S-a. Derfor kan ikke energien veere skarp samtidig
med S-n.

Dette innsees ogsa ved a utvikle tilstanden i energiegentilstandene: I utviklingsforme-

len .
o (cosz0 )y (1 1 0}
x(07) (sin%@) 00529<0 + sin 50 | ) = exs Fex-
er ¢, = CoS %9 og c_ = sin%@ sannsynlighetsamplitudene for a male hhvis E, = %hw
og E_= —%hw. Siden begge amplitudene er forskjellige fra null, er energien uskarp.

A Vha disse amplitudene er det lett a finne bade forventningsverdi og usikkerhet for
energien:

(E)or = |ciPEs + |[c—|?E_ = Lhw(cos® 10 — sin® 10) = Lhw cos ),

<E2> = |4 PET|c_PE? = (3hw)(cos® 16 + sin® 36) = (37w)?.
Usikkerheten i energien ved ¢ = 0% er derfor
AE = <E2>—<E>2:%hw\/l—cos%’:%hwsinﬁ,

og er som vi ser lik null for # =0, 7 og maksimal for 6 =
A Hamilton-operatoren er tidsuavhengig, slik at

d
¢

.

N[ —=

E) = 7%<[H H]) =0,
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dvs slik at ( E') blir tidsuavhengig. Tilsvarende for ( E?), og dermed ogsa for AE . Det
samme innser vi ved a notere oss at for ¢t > 01T er

() = cos 10 exp(—iE t/h)
XM= sin 50 exp(—iE_t/h) )’

slik at sannsynlighetene P, og P_ blir tidsuavhengige.

d. ®&Formelen ovenfor,

X@_(m%%m&ﬂ@%)_(m%%m&%ﬂ%):<a»

sin 50 exp(—iE_t/h) )~ \  sin36 exp(iwt/2) b

gjor det enkelt & finne spinnretningen som funksjon av tiden. Med 2a™b = sinfe™* og
la|? — |b|> = cos @ Dlir spinnretningen

(o), = %xsinf coswt+y sinf sinwt + 2z cosd

= (x coswt+y sinwt) sinf + z cos 6.
Her ser vi at spinnretningen preseserer omkring B-retningen (z) med vinkelfrekvensen w.

[Et alternativ er a bruke formelen for tidsutvikling av forventningsverdier,
sammen med dreieimpulsalgebraen.]

AEn maling av S, med resultatet +%h ma etterlate spinnet i den tilhgrende egen-
tilstanden. Denne finner vi fra formlene i pkt. a, hvor retningen x svarer til 6 = 7/2.
Etter denne malingen er altsa spinntilstanden

we (el )= (%)

Sannsynligheten for a male S, = +%h ved t=27m/w er derfor

2

sin 1 = 1(cos 10 +sin16)” = 1(1 +sin6).

P= s =|avE v (5 )

Denne er som vi matte vente lik 1 for 6 = 7/2.

Oppgave 3

a. @Med Yy =1/V4r og 2Yy = rYie/V/3 kan vi skrive matrise-elementene av z pa
formen

1 0
(2)nim,100 = /¢:zm2¢100d37“ = /YZ:ZYwdQ : \/5/0 Ry r Rigridr
= 5[1(51710 . [n

Matrise-elementene er altsa lik null unntatt nar [ =1 og m = 0.
& Matrise-elementet av z mellom grunntilstanden 199 og forste-niva-tilstanden 919
ber veere av samme stgrrelsesorden som “grunntilstandsradien” a, altsa

[o@)
(2)210,100 = /O Voo 2 V100 1 ~ a.
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[ En enkel beregning gir (2)210,100 = 375 (%) =0.745a.]
AFor overgangen fra 11 til 1919 er matrise-elementet av perturbasjonen

(V1) £i(t") = —(2)210,100 o 6 ('),

slik at overgangsamplituden blir

1 iw it Po iweit!
a100-210 = .*/(Vl)fi(t’)e 1ty = -2 (2)210’100/5(75’)6 fit' gy
th th
N
1
1Poa
—
Sannsynligheten for denne overgangen er altsa av stgrrelsesorden

[l

2
100—210 — ‘Cllooﬁzlol ~ 7 .

[Den ngyaktige prefaktoren er 0.7452 = 0.555.]

Med
po = 0.1 prs = 0.14/2me|E1| = 0.1 aZmec

blir denne sannsynligheten av stgrrelsesorden

Zme
(poa/h)? = 0.01 (O‘ ;L” C?) — 0.01.

b. @&Med begynnelsestilstanden 4p = 1419 ser vi at utvalgsreglene
Al = +1 og Am =0,+1

bare tillater overgangene

VY32m (m =0, il)

V300

V200

Y100

¢410

Y

o)

Ve

Her er det altsa 6 mulige slutt-tilstander, som alle bidrar til den samlede overgangsraten
fra 1410,

Wq10 = Z Wi— fs
f

og dermed til levetiden 7410 = 1/w410.
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c. ®#Ved den spontane overgangen fra 1919 til grunntilstanden er dipolmomentet

digo210 = / @Z)ikoo r(xsin 6 cos ¢ + y sin @ sin ¢ + z cos Q)wglodgr

1 1

-~ Iri/dQYm— cos f = Iri—/demF
vAar \/§

—_—

=1

\% I. med I, = /OOO 73 R1o(1) Roy (1) dr.

Komponentene i z- og y-retning er lik null fordi integralene over ¢ fra 0 til 27 av cos ¢ og
sin ¢ begge er lik null.
& (i) Energien til det emitterte fotonet er proporsjonal med Z2, og er for Z = 100

hway = By — By = 2(aZ)’m.c*(1 — 1/4) = 1.02- 10° eV
(ii) Bohr-frekvensen skalerer pa samme mate, og er

- hw21 . 1.02 - ].05 eV

= = =1.55-10% s,
T TR T 6582-10 0 eVs ’

(iii) Dipolmomentet er omvendt proporsjonalt med Z, og er
A 1256 a
V3 V381v6 Z

iv) Overgangsraten vil dermed skalere som Z*, og er
(iv) gang , 0g

dy2 =3.94-10"% m.

3
4awy,

=z d?, =6.25-10" s,

W210—100 =
(v) Dermed blir levetiden omvendt proporsjonal med Z*, og er for Z =100 en faktor

10® mindre enn for hydrogen:
7210 — 1.6- 10_17 S.

ADipoltilnermelsen bygger pa at en setter exp(ik-r) =1 i et integral som inneholder
radialfunksjonene Ry og Rop i det aktuelle tilfellet. Dette krever at
_ Wa1 Qg

ka = — — 1.
a c Z<<

I det aktuelle tilfellet er ka = 0.27, som ikke kan sies a oppfylle denne ulikheten. Med
Z sa stor som 100, er vi derfor pa gyngende grunn nar det gjelder dipoltilnsermelsen.



