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Oppg̊ave 1

a) For ein symmetrisk bølgjefunksjon har vi ψ(x) = ψ(−x). I omr̊adet −a <
x < 0 er den generelle løysinga difor gjeve ved

ψ(x) = −A sin kx+B cos kx . (1)

b) Randkravet ψ(a) = 0 gjev A sin ka + B cos ka = 0 og difor tan ka = −B
A

.
Vidare har vi

ψ′(x) =

{
−Ak cos kx−Bk sin kx −a < x < 0
Ak cos kx−Bk sin kx 0 < x < a

, (2)
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Dette gjev ψ′(0+)−ψ′(0−) = 2Ak og difor 2Ak = 2mα
h̄2 B. Dersom vi definerer

β = h̄2

maα
kan vi skrive B

A
= βk. Dette gjev tilslutt

tan ka = −β(ka) (3)

Den grafiske løysinga for eit par verdiar av β er plotta i figur. 1
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Figure 1: tan ka som funksjon av ka og den rette linja −βka for β = 1
2

og
β = 1.

c) I grensa β → 0 (α→∞) f̊ar ein

tan ka = 0 , (4)

eller sin ka = 0. Dette gjev

k =
nπ

a
1, 2, 3... . (5)

Merknad: Ein kan og ha n = −1, 2, 3..., men dette gjev dei same løysingane
som over opp til eit forteikn. Dette tilsvarer at ein vel fasen lik −1 = eiπ.

Bølgjetalet for ein partikkel i boks med breidde 2a er k = nπ
2a

(n =
1, 2, 3...). Effekten av eit uendeleg sterkt δ-funksjonspotensial er s̊aleis a
halvere breidda til boksen: N̊ar δ-funksjonspotensialet er uendeleg sterkt,
blir B = β = 0 (for k 6= 0) og difor ψ(0) = 0. Systemet er n̊a to boksar med
breidde a og ein skillevegg i x = 0 (med randkravet ψ(0) = 0).

I grensa β →∞ (α→ 0) f̊ar vi

tan ka = −∞ , (6)

eller cos ka = 0. Dette gjev

k =
(n+ 1

2
)π

a
n = 0, 1, 2...

=
(2n+ 1)π

2a
, (7)
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Dette tilsvarer energiniv̊aa til dei symmetriske tilstandane til ein partikkel i
boks med breidde L = 2a. Dette er naturleg sidan β = ∞ tilsvarer α = 0
slik at vi i denne grensa har ein partikkel i boks.

d) Dei antisymmetriske bølgjefunksjonane er p̊a forma

ψ(x) =

{
A sin kx−B cos kx −a < x < 0
A sin kx+B cos kx 0 < x < a

, (8)

e) Kontinuitet til ψ(x) i x = 0 gjev B = 0. Randkravet ψ(a) = 0 gjev
A sin ka = 0 og difor

k =
nπ

a
n = 1, 2...

=
mπ

2a
m = 2, 4, 6... . (9)

Dette er dei kjende energiniv̊aa til dei antisymmetriske tilstandane til ein par-
tikkel i boks med breidde L = 2a, uavhengig av styrken p̊a δ-funksjonspotensialet.

f) Vi skal n̊a sj̊a p̊a spesialtilfellet E = 0. Schrod̈ingerliknkinga for x 6= 0 er
d̊a

− h̄2

2m
ψ′′0(x) = 0 . (10)

Den symmetriske løysinga er

ψ0(x) = A|x|+B , x 6= 0 , (11)

der A og B er konstantar. Randkravet ψ0(a) = 0 gjev B = −Aa. Vidare har
vi ψ′0(0+)− ψ′0(0−) = 2A og difor A = mα

h̄2 B. Konstanten A kansellerer og vi
f̊ar amα

h̄2 = −1 eller

α = − h̄2

ma
. (12)

Dette svarer til β = −1. Bølgjefunksjonen er n̊a p̊a forma ψ0(x) = A(|x|−a).
Normeringsintegralet er

|A|2
∫ a

−a
(|x| − a)2 dx =

2

3
|A|2a3 . (13)

Dersom vi vel A reell, f̊ar vi tilslutt den normerte bølgjefunksjonen

ψ0(x) =

√
3

2a3
(|x| − a) . (14)

g) Vi veit at grunntilstanden er symmetrisk og kan skrivast p̊a forma

ψ(x) =

{
−A sinhKx+B coshKx −a < x < 0 ,
A sinhKx+B coshKx 0 < x < a ,

(15)
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der K =
√
−2mE0

h̄2 .

h) Randkravet ψ(a) = 0 gjev A sinhKa+B coshKa = 0 og difor tanhKa =
−B
A

. Vidare har vi

ψ′(x) =

{
−AK coshKx+BK sinhKx −a < x < 0
AK coshKx+BK sinhKx 0 < x < a

, (16)

Dette gjev ψ′(0+)−ψ′(0−) = 2AK og difor 2AK = 2mα
h̄2 B. Alts̊a er B

A
= h̄2K

mα
.

Kombinerer ein dette med randkravet ser vi at

tanhKa = − h̄
2K

mα
= −βKa , (17)
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Figure 2: tanhKa som funksjon av Ka og den rette linja βKa for β = −1
2

og β = −1.

i) Utrekninga i h) gjeld for ein vilk̊arleg symmetrisk tilstand med E < 0.
Likning (17) har berre ei løysing for β ≤ −1 og to løysingar for −1 < β < −1

2
.

Løysinga K = 0 gjev ψ(x) = B, men randkravet gjev d̊a B = 0 slik at dette
ikkej er ei fysisk løysing. Det finst alts̊a berre ei symmetrisk løysing for E < 0
(grunntilstanden) og difor er det ingen eksiterte tilstandar med E < 0 som
er symmetriske.

Anta at det finst ein antisymmetrisk tilstand med E < 0. Denne til-
standen kan skrivast som

ψ(x) =

{
A sinhKx−B coshKx −a < x < 0
A sinhKx+B coshKx 0 < x < a

, (18)

der K =
√
−2mE

h̄2 . Sidan ψ(x) er kontinuerleg i x = 0 er B = 0 og ein f̊ar

ψ(x) = A sinhKx . (19)

Randkravet ψ(a) = 0 gjev A sinhKa = 0 eller A = 0 som impliserer ψ(x) ≡
0. Dette viser at det ikkje finst antisymmetriske tilstandar med E < 0.
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Oppg̊ave 2

a) Ved innsetting f̊ar ein

L̂zf(φ, θ) = 0 , (20)

L̂2f(φ, θ) = 2h̄2f(φ, θ) , (21)

Dersom vi bruker eigenverdilikningane L̂zYlm(θ, φ) = h̄Ylm(θ, φ) og L̂2Ylm(θ, φ) =
h̄2l(l + 1)Ylm(θ, φ), finn vi eigenverdiane m = 0 og l = 1.

b) Ved rotasjon ein vinkel π
2

rundt y-aksen har vi transformasjonane

x → −z , (22)

y → y , (23)

z → x . (24)

Dette impliserer

cos θ =
z

r

→ x

r
= cosφ sin θ . (25)

Dette gjev

g(θ, φ) =

√
3

4π
cosφ sin θ . (26)

c) Ved innsetting f̊ar ein at g(θ, φ) er ein eigentilstand til L̂x med eigenverdi
0. Alts̊a er m = 0. Sidan vi har rotert ein eigentilstand til L̂z med eigenverdi

m = 0 rundt ein vinkel π
2

rundt y-aksen f̊ar ein eigentilstand til L̂x med
eigenverdi m = 0.

d) Vi kan skrive

g(φ, θ) =

√
3

4π
cosφ sin θ

=

√
3

4π

1

2
sin θ

[
eiφ + e−iφ

]
. (27)

Det første leddet er ein eigenfunksjon til L̂z med eigenverdi h̄. Det vil seie
m = 1. Det andre leddet er ein eigenfunksjon til L̂z med eigenverdi −h̄. Det
vil seie m = −1. Moglege måleresultat er s̊aleis m = ±1 og g(θ, φ) er ikkje
ein eigenfunksjon til L̂z. Lz er difor ikkje skarp i denne tilstanden.

Merknad: Sidan koeffisienten foran dei to ledda har same absolutverdi,
er sannsynlegheiten for å måle m = 1 og m = −1 like store, nemleg 1

2
.

Middelverdien er difor 〈L̂z〉 = 0.
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Oppg̊ave 3

a) Energien til den klassiske oscillatoren er

E =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 . (28)

Grunntilstanden har E = 0, det vil seie at partikkelen ligg i ro i x = 0.
Kvantemekanisk er Hamiltonoperatoren til oscillatoren

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 . (29)

Grunntilstandsenergien for ein kvantemekanisk oscillator er

E0 =
1

2
h̄ω , (30)

og grunntilstanden til ein kvantemekanisk oscillator er gjeven ved bølgjefunksjonen

ψ(x) =
(
mω

πh̄

) 1
4

e−
1
2h̄
mωx2

. (31)

b) Viss F ogG er kompatible har dei tilhøyrande operatorane F̂ og Ĝ eit felles
sett av eigenfunksjonar som er ekvivalent med at dei kommuterer, [F̂ , Ĝ] = 0.

c) Operatoren Â = − d
dx

er ikkje hermitesk. Vi veit at operatoren p̂x =

−ih̄ d
dx

er hermitesk. D̊a er B̂ = −i d
dx

og hermitesk. Dersom vi bruker

reknereglane for adjungering finn vi Â† = (iB)† = i∗B̂† = −iB̂ 6= Â.

d) Ein bunden tilstand er lokalisert og bølgjefunksjonen ψ er normerbar,
det vil seie kvadratisk integrerbar. Dette tyder at ψ → 0 n̊ar x → ±∞ (ein
dimensjon) eller r →∞ (to eller tre dimensjonar) raskt nok slik at normer-
ingsintegralet er konvergent.

e) I potensrekkjemetoden skriv vi løysinga til ei differensiallikning som ei
rekkje

f(x) =
∞∑
n=1

anx
n+s , (32)

der s er eit heiltal. Ein finn uttrykke for dei ulike deriverte av f(x) ved å
derivere kvart ledd i rekkja. Til dømes er

f ′(x) =
∞∑
n=1

an(n+ s)xn+s−1 , (33)

Ein sett n̊a inn for dei ulike ledda i differensiallikninga og samlar ledd med
same potens xk for alle k. Koeffisienten foran må d̊a vere identisk lik null og
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dette gjev ein rekursjonsformel der an er uttrykt ved hjelp av l̊agare koeff-
isientar, vanlegvis an−1 og an−2. Ofte m̊a ein krevje at rekkja bryt av, det vil
seie at ak = 0 for k ≥ n for passe n (bundne tilstandar). Døme p̊a bruk av
potensrekkjemetoden er harmonisk oscillator, Legendres differensiallikning
og radiallikninga for hydrogenatomet.
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