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Oppgave 1

a) Hamiltonoperatoren er

A =L (&+12-%)+vi 1)
der
2 a1
= 2 Lotp Ly — 2
(ae2 %0 T snZ6 00 ) @)

L? er uavhengig av r og kommuterer difor med V(r). L? er uavhengig av 2

og 6671 og kommuterer difor med dei to forste ledda i H. L? kommuterer med

seg sjol og difor med alle ledd i H.
Vihar(=0,1,2,3,3..o0gm=—1,—1l+1..,0,..0l —1,1.

b) Dette folgjer direkte ved innsetting.



d

c¢) Dersom vi skiftar variabel z = r\/E2 far ein £ = |/E24 etc.

dr h dx
innsetting av V(r) = 1uw?r? = Lhwa? gjev dette

1 [ 2d I(1+1)
——h
dx? Ty rdr 2

u(x)—l—%hwau(x) = Fu(x)

Vi har R(r) = u(x) = P(z)e 2*". Dette gjev

W(z) = Plx)e 2 — P(x)ze 2",
u

"(2) = P'(x)e " = 2P/ (z)ae 3 + Pla) (¥ — 1) e 2"

Innsetting av u'(z) og u”(z) og forkorting med $hw og e~3%" gjev

PY(2) +2 G _g;) Pla) + (e— 3 1)) P@a) = 0.

xr2

d) Vi bruker potensrekkjemetoden og skriv

P(z) = Z ax" .
n=0
Dette gjev
Z apnz" " = Z apnz™ ',
n=1

(e} [e.e]
P"(x Z apn(n —1)z" % = Zann(n —1)a" 2.

n=0 n=2

Innsetting gjev da

[ee)

Z apn(n — 1)z" " +2 i apnz 2 —2 i a,nz"”
n=1 n=0
—3) i apx” — 1l +1) i": a,z"? =
n=0 n=0

Dette kan vi skrive som

" -1 n—2 _1 9 " n72_2 " n
Za n(n —1)z" = + . + Za na ;a nx

(e—3 Zanx —ll—i—l)(aO —)—l(l—i—l)Zanx”_Q =

n=2

Ved

0 (11)



Dersom vi redefinerer n — n — 2 i det fgrste, tredje og siste leddet, far vi
etter litt opprydding

Z anro(n+2)(n+3) = Il + 1)aps2 + (€ —2n — 3) a,) 2"
n=0

2

. . — 0.(12)

Koeffisienten foran kvar potens av x ma vere lik null. Dette gjev rekursjon-
srelasjonen
2n+3 —e¢
Qy,
(n+2)(n+3)—1(l+1)"

(13)

an—l—?

I tillegg ma ag = 0 viss [(I + 1) # 0 og a; = 0 viss I(l + 1) # 2, det vil seie
[ =0 eller [ = 1. Rekursjonsformelen viser at a,2/a, ~ 2/n for store n og
P(z) = ¢** for store z. Det vil seie at u(z) ~ e2™ for store = og er ikkje
normerbar. Einaste vegen ut er at rekkja terminerer, det vil seie a,,9 = 0
for passe heiltal n. Dette gjev

e=2n+3, (14)

eller

b (len). "

e) Dersom P(z) = A er konstant far vi ved innsetting

(6—3—“”1)),4 ~ 0, (16)

T2

som har lgysing nar e = 3 og [ = 0.

Dersom P(z) = Bx far vi ved innsetting og litt opprydding

L@-U 1) Bra(-5)B = 0, (17)

som har lgysing e = 50gl =1 (I = —2 er og ei lgysing men [ < 0 ikkje tillate).

f) Energien til den isotrope tredimensjonale oscillatoren er
3
E = hw §+n$+ny+mz : (18)

der n, = 0,1,2..., n, = 0,1,2... og n, = 0,1,2.... Grunntilstanden er for
Ng =ny=mn,=0o0g L= %hw som tilsvarer € = 3.



Middelverdien (r?) kan skrivast som
Jo o27r o 2[tho r? sin 6 dr depd6
fooo 027r foTr [tho|r2 sin O dr depdf

der nemnaren er normeringa av ¢y(r, ¢, 6). Integralet over ¢ og 6 gjev 4 i
tellar og nemnar. Ny variabel z = ry/uw/h gjev da

(r?) (19)

() = h fo ”32 dz
pw [°x?e=* du
_ 3
2w
Dette gjev
3 99
Vo) = i)
= Zhw (20)
Vi har (H) = (Ey) + (V(r)) og E = (H). Dette gjev
(Br) = E—(V(r)). (21)
Sidan E = (3hw)e = 2hw for grunntilstanden far vi
3

Energien F er da i middel likt fordelt mellom potensiell og kinetisk energi.

Oppgave 2

a) Pa grunn av faktoren e " gar ¢(z) — 0 nar 2 — +oo. Vidare er
Y(x) =0 for z < 0. ¥(z) er difor lokalisert og beskriv da ein bunden tilstand.

Normeringsintegralet er

* 2: AQ 2a$d
/Ow.r)\ "/0“ v

]A\Q %8073/2

= 1. (23)



Dersom ein veljer A reell far vi A = (128) ot og den normerte bglgjefunksjonen
blir

W(z) = (1%§)i<x%xe“x2. (24)

b) Middelverdien til den potensielle energien er

b e
(V(z)) = F (%) oz3/2/ e 2 dy
0

™

2
= M\ —.
TQ

¢) Middelverdien til den kinetiske energien er

() = / 0y 2 gy

us O [dﬁﬂ s (25)

etter delvis integrasjon. Innsetting av i (z) gjev

B2 (128\7 5 [
<m>:——(—0 ﬁ/'p—mﬁfemwx
0

2m s

d) Den totale energien til systemet kan vi da skrive som

E = E.+E,

2
2
= h—3a+F\/7
T

Verdien pa a som minimaliserer F, ., finn vi ved a lgyse % = 0. Dette
gjev

wl»-x

(26)

3
3— —F/—a 2 = 0, (27)
T
eller

(28)




Innsett i uttrykket for E far vi da

3
Emin = 3| ==
(5:)

1
der prefaktoren er 3 (%)3 /A 2.34478. Feilen i grunntilstandsenergien er
omlag 3 promille. Ikkje darleg!

: (h—Q)éFi . (29)

2m

Oppgave 3

a) Den relative krumning er gjeve ved

¢'(x) _ 2m
olx) B

Nar E — V(z) > 0 er den relative krumninga negativ og desse omrada er
tilletne i klassisk fysikk. nar E'— V' (z) < 0 er den relative krumninga positiv
og desse omrada er forbode i klassisk fysikk. Nar £'—V(z) =0 er ¢"(z) =0
som tyder at bglgjefunksjonen har eit vendepunkt. Viss V(x) er kontin-
uerleg, vil ¢(x) vere kontinuerleg og glatt. For eit deltafunksjonspotensial
V(z) = —ad(z — a), vil ¢(x) vere kontinuerleg men ha ein knekk i x = a. I
dette tilfellet er ikkje V'(x) kontinuerleg.

[V(z) - E (30)

b) For ein operator A har vi
(AA)* = (A7) —(4)", (31)

som gjev informasjon om spreiinga av maleresultata for observabelen A i til-
standen . Innhaldet er da at produktet av usikkerheita for = og p, aldri
kan bli mindre enn %h Dette tyder at ein ikkje kan spesifisere posisjon og
impuls til ein partikkel samtidig. Posisjon og impuls kan ikkje vere skarpe
samtidig.

¢) |¥(z)]? gjev sannsynlegheitsfordelinga for malingar av posisjonen pa -
aksen.

d) Dersom vi bruker klassisk fysikk vil partikkelen sprette tilbake viss £ < V;
(100%refleksjon). Dersom E > Vj vil partikkelen beveges seg mot hggre med
redusert hastighet (100% transmisjon) Kvantemekanisk vil refleksjonskoeft-
isienten, det vil seie sannsynlegheiten for at partikkelen blir reflektert vere
lik 1 nar £ < V. Dette er klassisk oppfgrsel. Nar E > Vj er refleksjon-
skoeffisienten ein avtagande funksjon av E, men er positiv. Dette er altsa
ikkje-klassisk oppfersel. Sja figur 1.
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Figure 1: Refleksjonskoeffisient for eit potensialsprang som funksjon av E/Vj.



