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LOYSING OVING 11

Lgysing oppgave 1 Spreiing pa i-funksjonspotensialet

a) Fra diskusjonen av bglgepakker i forelesningane skjgnar vi at leddet 1, = exp(ikz) (for
x > 0) svarer til ei transmittert bglgje (og ein transmittert straumtettheit j; = |C|?hk/m).
Eit ledd D exp(—ikz) for x > 0 svarer til partiklar som kjem inn fra hggre, og det skal vi
ikkje ha i denne spreiingsprosessen. Det er altsa eit randkrav at vi berre har ei transmittert
bolgje for x > 0.

b) Den transmitterte straumtettheten er

h d . h » hk
3r = Re[) - ﬂ] = Re[e *T — ket =
ime dx 1M Me
Den innkommande straumtettheiten er tilsvarande
1 .. h 1 . 1 hk
Z:§R - —zlmi]{:i ikx - "
J e[t*e imeZ t ] |t]2 me

Sannsynlegheiten for transmisjon blir saleis absoluttkvadratet av “transmisjonsamplituden”
t: )
T=" =

Ji
¢) Med ¢ lik 1e™ +be=** for 2 <0 oglik e for x>0 gjev kontinuiteten i origo
kravet

1/t +b=1, dvs b=1-1/t.

Dette kan vi bruke til a eliminere b fra diskontinuitetskravet for ', som er

W(07) = ¢/(07) = ik — ik(1/t — b) = 2;@5 - if

Resultatet er

1 uf
—=14+—— .e.d.
t + l{?(lo ’ 4€
Sannsynlegheiten for transmisjon er altsa
1 1
T — |t|2 - 9 52 — )
1+ f QmeEag 1+ EB/E

der Ep = f?h*/(2m.a?) er bindingsenergien (for negativ f).

(i) For E<<Ep serviat T E/Eg<<1l (o gR=1-T ~1). (ii) For E=Ep
serviat T =1/2. (iii) For E>>Fp serviat Tx~1 (g R=1-T <<1).

R=4-T
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Diagrammet viser at endringafra 7 << 1 til T a1 skjer grovt sett for 0.1 Ex ~ E < 10 Ep.
Difor kan vi seie at bindingsenergien Ep er ein naturleg skala nar vi skal diskutere korleis
transmisjonskoeffisienten 7" og refleksjonskoeffisienten R =1 — T er avhengig av energien.

d) Viss Qm(k) >0 vil

lim e™** =0, og lim e ™** =,
T—00 T—+—00
medan |exp(ikx)| gar mot uendeleg i grensa = — —oo. For a unnga det siste problemet

ma vi difor i tillegg krevje at ¢ er uendeleg. Dette er oppfylt for
k=—if/ay =ik (med k= —f/ap).

For at begge desse krava skal vere oppfylte, ma vi ha f < 0. Da far vi ein bglgjefunksjon
pa forma
et —e=r®  for x>0
o={

be~thr — v for g < 0.

Energien til denne tilstanden blir da

h2k2 h2 2 h2
E=""=""__p 2
2m. 2m, 2meaj

Dette er ngyaktig samme resultatet som vi fann pa forelesning.

Moralen er at nar vi reknar ut transmisjonsamplituden ¢ finn vi at den (for f < 0, dvs
med ein d-brgnn) har ein pol pa den positive imagingere k-aksen, dvs for k = ix. Med denne
imagingere k-verdien far vi altsa med pa kjopet den eine bundne tilstanden for dette systemet.
Merk forgvrig at for f > 0 (J-barriere) hamnar polen it pa den negative imaginaere k-aksen,
og da har vi ingen bunden tilstand.

Lgysing oppgave 2 Rotasjonssymmetrisk potensial i to dimensjonar

a) Den tidsuavhengige Schrodingerlikninga i to dimenjonar i polarkoordinatar er

h2
_%VQ + V(ﬁ (b) w(ra ¢) = Ew(ﬁ (b) (01)
der
”? 10 1 0?
2 f— — —_—— S —
Ve = o2 T ror 2 0p? (02)
Innsetting av L, = —iha% gjev

[_;<82 Lo L >+V<r,¢>] Ur.d) = Bu(r6). (03)

o2 ror B2
Dersom vi krev at bglgjefunksjonen skal vere eintydig far vi

P(r,0) = P(r,2n), (0.4)
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sidan ¢ = 0 og ¢ = 27 er same punkt pa sirkelen. (Ein kan sjglsagt velje eit vilkarleg punkt
pa sirkelen). Etter innsetting i (0.4) og forkorting med R(r) gjev dette 1 = ¢*™™. Denne
likninga har lgysing

m = 0,+£1,42,.... (0.5)

b) Innsetting av ¥ (r, ¢) = R(r)e’™? i likning (1) og forkorting med ™™ gjev direkte den
oppgjevne likninga.

c) Dersom vi skiftar variabel z = 7,/ far vi 4 = | /B4 gtc. Ved innsetting av V(r) =

Z,uw r? = 1hwx gjev dette

1 [ 1d m? 1,
—fhcu [d:ﬁ + o 12] u(z) + ihwz u(r) = FEu(x) (0.6)

Vi har R(r) = u(z) = P(z)e™2*". Dette gjev

u'(z) = P/(x)e_%”2 — P(x)xe_%mg ,
1,.2
U

"(z) = P'(z)e ™ — 2P (x)ze " + P(x) (xg — 1) EAA

Innsetting av u'(x) og u”(x) og forkorting med $hw og e~3%" gjev

/! 1 / m2
P(x)+(—2x>P(m)—l— e—2-"\pw) = 0. (0.9)

x 22

Dette trong du som sagt ikkje vise.

c¢) Vi bruker potensrekkjemetoden og skriv

> aza”. (0.10)
n=0
Dette gjev
= Z apna" Tt = Z apnz™ ', (0.11)
P"(x Zann (n —1)a"? Zannn—l (0.12)

Innsetting gjev da

Z apn(n — 1)z" 2 + Z a,nr" 2 —2 Z a,nx"
n=2 n=1 n=0
—2)Y apa” —m*d axt? = 0. (0.13)
n=0 n=0

Dette kan vi skrive som

Z apn(n — 1)z" 2 + @ + Z ap,nz 2 —2 Z a,nx"
Z a,xr" —m <20 ) m? Z AT = 0, (0.14)
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der vi andre summen har trekt ut ferste leddet og i siste summen trekt ut fgrste og andre
leddet. Dersom vi redefinerer n — n — 2 i det forste, tredje og siste leddet, far vi etter litt
opprydding

Z [an+2(n +2)% — m2api0 + (e — 2n — 2) an] "
n=0

1 — 2
a(l=m’) _am” _ (0.15)

T 2

Koeffisienten foran kvar potens av z ma vere lik null. Dette gjev rekursjonsrelasjonen

2n+2—e€

[ tillegg ma ag = 0 viss m? # 0 og a; = 0 viss m? # 1 (elles hadde rekkja ikkje vore gyldig
i x = 0). Rekursjonsformelen viser at a,i2/a, ~ 2/n for store n som er same oppforsel som
rekkja for e*”. Det vil seie at P(z) ~ e*” for store 2 og difor at u(x) ~ 2% for store z. u(z)
er saleis ikkje normerbar. Einaste vegen ut er at rekkja terminerer, det vil seie a,,o = 0 for
passe heiltal n = 0,1, 2, 3.... Dette gjev

e=2n+2, (0.17)
eller

E = hn+1). (0.18)

d) Dersom P(z) = A er konstant far vi ved innsetting i (0.9)

2
<e—2—’;>A =0, (0.19)

som har lgysing nar € = 2 og m? = 0. Dette gjev E = hw og dette svarer saleis til grunntil-
standen n = 0.

Dersom P(z) = Bx far vi ved innsetting og litt opprydding

1
—(1-m*)B —4)B =0 0.20
—(1-m?) Bra(e—4) , (0.20)
som har lgysing € = 4 og m? = 1, det vil seie F = 2hw og m = £1. Dette svarer saleis til
fyrste eksiterte tilstand n = 1.



