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LOYSING OVING 3

Lgysing oppgave 1 Ikkje-stasjonzer bokstilstand

a) For 0 <z < L er potensialet i boksen lik null, slik at Hamiltonoperatoren er pa forma

H=K+V(z)= —%% i dette omradet. Da den andrederiverte av sin kz er —k?sin kz,
finn vi at
h2k2 m2h? h2k2 4 2h?
Hipy(z) = ¢1( )= M%(@ og  Hiy(z) = 1/)2( )= o L2¢ 2(2),
dvs dei to energiegienverdiane er
mh? 47m2h?
E,=—— Ey = —— =4F,.
YT omL2 ©8 > oml? !

Vimerkar oss i tillegg at dei tidsavhengige bglgjefunksjonane er eigenfunksjonar til Hamilton-
operatoren. Dette viser ein ved innsetting. Innsetting pa hggresida i den tidsavhengige
Schrodingerlikninga gjev da

HU,(z,t) = e Py (2) = By (x,t), i=1,2.
Same resultat finn vi ved innsetting pa venstresida:

OVi(z,t) _ 2O iman
hT = () zhae = FE;V;(x,t), q.ed.

I integralet
[t @@y = (61, v2)

er ¥ (x) symmetrisk med omsyn pa midtpunktet av integrasjonsintervallet, medan () er
antisymmetrisk. Integranden er altsa totalt sett antisymmetrisk, slik at integralet er lik null.
Dei to funksjonane er saleis ortogonale, det vil seie at indreproduktet (), ) er lik null.

b) Lineszerkombinasjonen W(z,t) oppfyller Schrodingerlikninga fordi den er lineser og ho-
mogen. Operatorene ihd/0t og H er nemleg bae linesre. Ei stasjonser lgysing er ein rom-
leg funksjon t(x) multiplisert med ein tidsavhengig eksponensialfunksjon pa forma e=*#t/%,
Dette er ikkje tilfellet for W(x,t) slik at denne bglgjefunksjonen beskriv ein ikkje-stasjonser
tilstand.

c) Sannsynlegheitstettheiten er

W(z,t)]* = [T+ U3 (T + ¥y)]
L(, )]+ 5[ Vo, )] + SV (2, 1) Va2, t) + Uy (2, 1) W5 (2, 1)]
()7 + 3[2(x)]” + Re[¥ 1(w,t)\lf;k(x,t)]

1 ()] + §[a(2)]? + Re[th (x)1hy ()2~ 1]

U1 (2)]? + 5o (@) + 1 (2)iha(z) coswt, qeed.

Her er w = wo = (Ey — Fy)/h = 3E;/h. Vi ser at den tidsavhengige faktoren i |¥(z,t)|?
oppstar fordi dei to tidsavhengige eksponensialfaktorene i ¥y (z,t) og Wo(z,t) ikkje varierer
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i takt. Moralen er at ein superposisjon av to stasjonsere tilstandar med forskjellige energiar
gjev ein ikkje-stasjoneer tilstand, der sannsynlegheitstettheiten varier med tida. Kurva til
venstre i figuren viser |U(z,t)|> for t =0 ogt = 27/w, 47/w osv. Perioden Ty, som er
tida mellom kvar gong |¥(z,t)|? er identisk med sannsynlegheitstettheiten i begynnelsestil-
standen |W(x,0)[%, er altsa her Ty = 27 /wqy = 27h/(Fy — Ey). Kurva til hegre i figuren
viser | (z,t)]? for t=7/w (osv).

[

| B! z
; 270 Ay
A /
; /
/
04 an
L

X

Her ser vi at sannsynlegheitsfordelinga og dermed tyngdepunktet (x) flyttar seg med tida.
Tyngdepunktet oscillerer mellom to ytterpunkt. Dette er eit typisk trekk for ein ikkje-
stasjoneer tilstand.

Superponerer vi i staden Wq(z,t) og W3(x,t), sa blir frekvensen wsg = (B3 — Ep)/h =
8F, /h = 8wy /3, slik at periodetida T3; blir ein faktor 8/3 mindre enn Ty;.

d) Integralet over sannsynlegheitstettheiten ovanfor blir

/ Uz, 1) 2dz = L / [y () da+ L / (o) 2da+cos wi / 1 (@) (2)de = L340 =1 Vi,

der dei to forste integrala er lik 1 sidan ¢ (z) og ¥s(x) er normerte. Det siste integralet
er lik null pa grunn av ortogonalitet. Dette illustrerer at det er lett a finne normen av ein
funksjon som er utvikla i ortonormerte funksjonar. Det er med andre ord ein fordel a jobbe
med ortogonale egenfunksjonar.

e) Kjgyring av “box non_stationary.m” (med nl = 1 og n2 = 2, dvs superposisjon av
grunntilstanden og forste eksiterte tilstand) viser korleis |¥(x,t)|> svinger mellom dei to
ytterpunkta i figuren ovanfor. Fra denne animasjonen kan vi lese av at () svinger mellom
~ 0.32L og ~ 0.68 L. Middelverdien over ein heil periode av (x) er opplagt L/2. Ani-
masjonen indikerer at tyngdepunktet (z ), av sannsynligheitsfordelinga oscillerer tilnserma
harmonisk. Dette er nettopp kva vi bgr vente ut fra formelen i ¢) . Ifgljge denne formelen er

(0), =3 [ 2l @)Pdo+} [ alts(@)Pde+ coswt [ oy (@)ba(a)de.
Her er alle integrala tidsuavhengige og forskjellige fra null. slik at (), oscillerer harmonisk.

Kommentar: Dei to forste integrala er lik L/2 (kvifor?). Det siste integralet er
—16 L/(97?) &~ —0.18, 84 (x), ~ L(0.5 — 0.18 coswt), som stemmer overeines
med animasjonen.

f) Her ser det ut som om bglgjegruppa bevegar seg med jamn hastigheit nar den ikkje er
i kontakt med veggane. Slik bgr det faktisk ogsa vere; bglgjegruppa ber bevege seg fritt nar
den ikkje har kontakt med veggane.

q.e.d.,
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Lgysing Oppgave 2 Litt meir om krumning av eigenfunksjonar

a) Da 9" er endeleg innanfor veggane, fglgjer det ved integrasjon at 1" ma vere kontinuerleg
og endeleg. Da ma ogsa 1) vaere kontinuerleg og endeleg.

b) Eigenverdilikninga Hv = Ev  er oppfylt nar Hi(z) er lik konstanten E multiplisert
med ¢ (x), for alle x. Vi har altsa

_ Hy(o)
U(x)

Denne konstanten F kan vi rekne ut vha uttrykket ovanfor dersom vi kjenner 1 (z) i eit lite
omrade. Eit dgme finn du i punkt c)

E

= en konstant uavhengig av x.

c) For —ag <z <ag er

og sidan 1y = Az er lineeer slik at ¢§ = 0 i dette omradet, finn vi ganske enkelt at

5 @) _ Vo
) = =

¥(z) (0
Mellom barrieren og dei harde veggane er V(x) = 0, slik at desse omrada er klassisk tillatne

der den kinetiske energi er Ky = Ey = Vj. Den tidsuavhengige Schrodingerlikninga i desse
omrada tar forma

:‘/()'

2 2 1
= 22 V(@) = Bt = 30— Vol = ——v
0

I desse omrada vil da v, bli sinusforma med bglgjetal ks = 1/ag. Her krummar altsa )y
mot x-aksen og ser slik ut:

b~

|
|
{
-3 -2 -1 1

| Yexsa,

d) Da grunntilstandsenergien er lagere enn energien for 1. eksiterte tilstand, blir barriere-
omradet klassisk forbode for grunntilstanden. Fra den tidsuavhengige Schrodingerlikninga
folgjer det at grunntilstanden v; ma krumme utover fra z-aksen i barriereomradet, medan
den krummar mot aksen utanfor dette omradet, litt langsommare enn forste eksiterte. i (x)
ser slik ut:



FY1006/TFY4215 - Lgysing gving 3 4

{ %

|
1
|
1 2 3
Yex/a,

Lgysing Oppgave 3 Az og Ap, for grunntilstanden i hamonisk oscillator m.m.

a) Ved & sammanlikne g(z) = Coe """ med W(z,0) = (2mo?)~Vie=#*/40+imoz/h  ser
vi at den fgrste er eit spesialtilfelle av den andre, for

mw 1 0

_— = — (0] = U.

oh o2 5 M0
Ved hjelp av resultata fra tidlegare, (p,) =po, Ax =0 og Ap, =h/20 =h/2Az, ser
vi at usikkerheitene i posisjonen og impulsen for tilstanden 1y(x) er gjevne ved

h bo h mhw
Ar =|— = — Ap, = = lik Ar-Ap. = L
x Y 5 og D N 5 slik at r - Ap, = 3N,

medan forventningsverdien av impulsen p, for grunntilstanden i oscillatoren er

(pz) =0,

Dette resultatet gjeld faktisk for alle bundne, stasjonere tilstandar. Her kan vi elles merke
oss at by = \/h/mw er avstanden fra origo til det klassiske vendepunktet for tilstanden

2/)0(%)

b) Forventningsverdien av energien er

7
(EY =Y "P.E, =Y |cal’Ey = |a1|*E1 + |c2]* - 4By = 1 E, = 1.75 F;.

n

Kvadratet av usikkerheiten er middelverdien av det kvadratiske avviket fra middelverdien:

27
(AE) = ((E~(E)*) =Y leal*(Ba — (E))* =+ = 1o B
Dette gjev usikkerheitten
c¢) Vi reknar ut dei deriverte av :
, mw mw
V' = C exp[—mw(z — a)?/2h] {—h(az’ - a)] = [_h@j - a)] P

0g
mw  miw?

Y’ = [_h + 7@ - a)zl Y,
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og sett inn i den tidsuavhengige Schrodingerlikninga. Dette gjev

[E—V(x)]y = L [%ﬁw — (2 — a)ﬂ .

2m 2

Her er v # 0 for alle x. Sidan energieigenverdien skal vere ein konstant og altsa uavhengig
av r ma lgysinga da bli at

V(z) =imw*(z —a)’ + K og E=ihw+K,

2

der K er ein ukjend konstant med dimensjon energi. Potensialet V() er altsa harmonisk.
Vanlegvis vil ein sette K = 0.

Loysing Oppgave 4

a) Fra Heisenbergs uskarpheitsrelasjon far vi uttrykket

h2
4(Ax)?

(P2) = (1) + (Apa)® = (pa)” +

Vi ser at viss Az — 0, det vil seie viss uskarpheiten i posisjonen gar mot null, vil {p?) — oo
og dermed (K) = <%> — oo. Da partikkelen ikkje kan ha uendeleg hog energi, skjgnar vi
at den ikkje kan ha heilt skarpt definert posisjon, noko som svarer til Az = 0.

b) Med V(x)=0 blir forventningsverdien av energien (FE) = <i> . Da vi har likheit-

2m
steikn for den aktuelle tilstanden i a) , har vi at

2 2 hz 2 hz
<pm>:<px> +W:Po+@,

sidan (p,)=po og Ax=o0. Alle desse resultata fann vi i fgrre gvinga. Men la oss
like godt kontrollere dette, med ein metode som kan komme godt med seinare. Da p, er
hermitesk, har vi generelt

(2), = [V bt wdr = [(00)* pwar = [ 5,0 dr.
For den aktuelle tilstanden er
PV (z,0) = (po + ihx/20°)¥(x,0).
Med (z?) = 0% har vida
1 00

no, M
om  8mo?’

Nar o0 — oo (Ap, = 0),serviat (E) — p3/2m; ein fri partikkel med (passe) veldefinert
impuls har ogsa ein (passe) veldefinert energi (AE — 0). Insisterer vi derimot pa en veldig
liten Az (0 — 0), ser vi at (E') far eit veldig stort tillegg i den forventa energien, pga
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kvantevillskapen. I denne situasjonen vil ogsa usikkerheiten i energien bli veldig stor. (Den
som orkar kan rekne ut AFE.)

c) Fra den oppgjevne formelen for sannsynligheitstettheiten |¥(x,t)|? ser vi at den er nor-
malfordelt, omkring punktet x = pot/m. Dette tyder at forventningsverdien for posisjonen

ved tida ¢ er gjeven ved

(z), = /_O:o U (2, 1) 2 U, £)d — ’;;f.

Denne forventningsverdien er lik null for ¢t =0 og bevegar seg med hastigheiten

d{z) po
dt m’

som er gruppehastigheiten vi fann tidlegare. Usikkerheiten (Az); les vi rett ut av normal-
fordelinga

1 1
2(Ax)?  2(0% 4 h*t2/4m20?)
22
(AI)t = 1/o0? + W

(Som kontroll legg vi merke til at (Az); gar mot den korrekte verdien o for ¢ — 0 .)

Kommentar: Resultata ovanfor fortel at bae forventningsverdien (z ), og usikkerheiten
(Ax); ved ei ny maling ved tida ¢ er ulike fra verdiane ved ¢ =0. Same resultat som ved
den forste malinga (prepareringa) kan vi difor berre fa umiddelbart etterpa. Moralen er at
den tilstanden som systemet “fell ned i” ved den fgrste malinga vanlegvis endrar seg raskt
med tida, i samsvar med den tidsavhenginge Schrodingerlikninga. Dette er grunnen til at vi
understreker dette med “umiddelbart etter” i malepostulatet. Det finst unntak: Maler vi t.d
energien til den harmoniske oscillatoren, og far resultatet E;, vil oscillatoren halde fram med
a vere i den stasjonzere tilstanden Wy (x,t), og ei ny maling lenge etter vil gje same energi Fj.

d) Dersom vi preparerer den frie partikkelen i ein tilstand ¥ (z, 0) med veldig liten usikkerheit
Azr =oc ved t=0, ser viav formelen for (Ax); at spreiinga av bplgjepakka aukar raskare
med t desto mindre o vi vel. Moralen er at jo skarpare definert posisjon ein vel ved ¢ =0,
desto hardare blir vi straffa i form av auka uskarpheit ved tida ¢.

e) Meininga her er a vise at denne straffa ikkje er sserleg merkeleg. Jo mindre Az = o
vivel ved ¢ =0, desto sterre er spreiinga Ap, = h/20 1impulsen. Om ein tenkjer halvk-
lassisk, vil ein partikkel med en impuls i intervallet —Ap, < p, < Ap, etter tida ¢ vere ein

sted i intervallet

Ap, ht
|z] < Av,t = Pz 4 =
m

2mo’
Dette er samme bodskap som vi far fra formelen for usikkerheiten i z,

ht
(Ax)t ~ —.

2mo

I dette tilfellet har altsa den halvklassiske tankegangen noko for seg.



