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LOYSING OVING 4

Lgysing oppgave 1 Vibrerande to-partikkelsystem

a) Vi kontrollerer fyrst at kreftene pa dei to massane er

8V——a—va—gc——k:(x—l) og Ih= 8V——a—va—%—k:(a:—l),

F = —_—— = — —_—— = —
! o0xy ox 0x 0xo ox O0xo

som sjglvsagt er motsett like store.
To derivasjonar med omsyn pa t av A cos(wit + ) gjev ein faktor —w?. Innsetting gjev

& , k k
@(w —1)=—wj(x—-1) = —m—l(x —1) dvs w = o q.e.d.

Ved hjelp av Newtons 2. lov finn ein differensiallikninga for relativ-koordinaten =z,

d2 d2$1 dQ.Z'Q F1 FQ 1 1
Saw—p) = CEL- SRS ( )
dt2(x ) dt? dt? mq mo (x ) mq +m2
my + moy k
= —kz—-l)——=—(z 1),
e =0= L=l

der p er den sakalla reduserte massen. (Eit kjent omgrep for to-partikkel-system i klassisk
mekanikk.)

Med prevefunksjonen x — 1 = Acos(wt + «) finn ein vinkelfrekvensen w = \/k/u for den
klassiske svingninga. Her legg vi merke til at den reduserte massen er mindre enn den minste
av dei to massane:

1Mo 1

= =m =m < min(my, ms).
m1+m2 ! 1+m1/m2 21—|—m2/m1 ( ! 2)

Dette impliserer at vinkelfrekvensen w er stgrre enn max(ws,ws).
[Kommentar: Dersom f.eks m; = mgy, blir den reduserte massen p =m;/2 og vinkel-

frekvensen blir w = /2k/m;. Denne frekvensen er ein faktor V2 hggare enn frekvensen

ein far dersom den eine partikkelen er spent fast, medan den andre vibrerer (y/k/m;). Dette
resultatet kan vi og forsta nar vi merkar oss at nar begge partiklane svingar, i mottakt, sa ligg
tyngdepunktet (midtpunktet av fjzera) i ro. Vinkelfrekvensen w er bestemt av fjeerkonstanten

til ei “halv fjeer”, som er dobbelt sa stor som fjeerkonstanten til heile fjeera: w = \/2k/m;.
Moral: Dersom du sagar av ein del av spiralfjeerene pa bilen din, for at den skal ligge lagare
og sja meir ut som ein sportsmodell, sa blir fjeeringa stivare, og kjgre-eigenskapene kan bli
darlegare.]

Nar det ikkje verkar ytre krefter pa to-partikkel systemet vil tyngdepunktet ifglgje New-
tons 1. lov bevege seg med jamn hastigheit. Denne trivielle bevegelsen kan vi eliminere ved
a velje eit koordinatsystem der tyngdepunktet ligg i ro.

b) Likninga beskriv ein (fiktiv) partikkel med masse y som bevegar seg i potensialet $k(z—1)2.
Vi har altsa eit harmonisk oscillatorpotensial med likevektsposisjon for x =1. Men at
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likevektsposisjonen er forskjellig fra null bgr ikkje spele noka rolle for energinivaa. Tvilar du

pa dette, sa er det berre a innfgre variabelen 2’ =2 —1[. Den oppgjevne likninga kan da
skrivast pa forma

n o\
1 AV AN /
5 () + 2| vt) = B
Dersom du samanliknar med standardutgava far du energinivaa

E, =/k/p(n+3) = hw(n+ 3), n=0,1,2,---,
der p er den reduserte massen.
Grunntilstanden er Cpexp(—puw(z’)?/2h), altsa

Yo(w) = (pw/mh) e mo=%20,

dvs ein Gauss-funksjon som er symmetrisk med omsyn pa likevektsposisjonen z = [. Sannsyn-

legheitsfordelinga |¢(x)|? for avstanden x = x; — x5 har altsa eit maksimum for likevekts-
avstanden = = [.

c) Ved hjelp av dei oppgjevne uttrykka for 9/0z; og 0/0xs har vi for impulsoperatorane
for partikkel 1 og 2:

« my A A A me
pr= ﬁlPer og P2 = ﬁP—p.
Innsetting gjev Hamiltonoperatoren:
A2 52
3 P1 Pa
H = —+—+V
2777/1 + 27712 + (x)
1 my -~ 2 1 Mmoo ~ 2
= — |—P+p —(—P—p Vv
1 . 171 1
= 3 <]\n;2 + ]\n;) P+ 5 <m1 + mz) P2+ V(x) (kryssledda kansellerer)
P2 p? . h D hoo
= —+—+4V P=—-—; = — —
on Ty VW iox PTG ar
der ] ] 1
—=— + — slikat M:M_
u mi Moy my + Mo

Her er p den reduserte massen. Merk at Hamiltonoperatoren er uavhengig av tyngdepunk-
tskoordinaten X. Det fyrste leddet i H beskriv ein fri partikkel med masse M. Det andre
leddet beskriv ein partikkel med masse p som bevegar seg i potensialet V(x). Dersom vi
blir bedne om a skrive ned Hamiltonoperatoren for to slike uavhengige partiklar, er svaret
nettopp operatoren H ovanfor.

Vi merkar oss at p; + po = P. Operatoren P svarer difor til ein observabel som er den
samla impulsen P = p; + py til dei to partiklane
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d) Dersom 1) skal vere ein eigenfunksjon til H med energi E og til P med eigenverdi P = 0,
ma den oppfylle likningane

Py=0 og Hy=Ey.

Den fgrste likninga fortel at ¢ er uavhengig av tyngdepunktskoordinaten X. Den andre
likninga gjev
n o2
[—2 o2 T V(x )] Y(x) = By(z),

som er likninga i b). I denne oppgava har vi altsa vist korleis likninga med den reduserte
massen oppstar. [Kommentar: Som du lett kan kontrollere er lgysinga av likningane H),, =

Etotwtot og pwtot == PQ/JtOt der
Yiot(z, X) = (x) - XM,
og der ¥(z) er ei lgysing av likninga over.]

L(z)ysing oppgéve 2 Vibrasjonsfriheitsgraden for toatomig molekyl
a) Vi finn

0.2eV
0.658 - 10~ 1%eVs

k= 1mw® = Im(hw/h)®> ~ 116 1.67-10"*kg( )2 1.23-10° N/m.

Altsa ei ganske kraftig fjeer. (For ei makroskopisk fjeer med denne fjeerkonstanten kostar det
ei kraft pa 123 N a strekke den med 10 cm.)

b) Svaret er nei! Kvantemekanikken fortel at avstanden mellom dei to kjernene ikkje kan vere
skarpt definert. Usikkerheiten i avstanden er minst nar oscillatoren er i grunntilstanden. For-
ventningsverdien for avstanden mellom kjernene er da lik likevektsavstanden. Dette svarer
til eit minimum for den potensielle energien for systemet. Avstanden er sannsynlegheits-

fordelt rundt denne middelverdien med usikkerheit pa omlag (/h/mw. Denne lengda gjev
ogsa skalaen for typiske utslag for oscillatoren

Denne lengda er

h h 1.055 - 10734 i
mew  Vmhw L\ /16-1.673-10-27-0.2 - (1.602 - 10-19)

Altsa vesentleg mindre enn 1 atomradius, som er omlag 107° m

c) For den makroskopiske oscillatoren er vinkelfrekvensen ' = /k/M. Med k = %muﬂ,
dvs w =4/2k/m, blir altsa forholdet mellom de to energibelgpa

k/M 27
\/ / /7 \/16 1673 07 6 g

hw 2k/m
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Avstanden mellom energinivaa for den makroskopiske oscillatoren er altsa hw' = 0.2 eV -
1.16-1071% ~ 2.3-107* eV. Desse energinivaa ligg altsa verkelig tett! [Merk elles at moralen
er at: Energinivaa for oscillatoren skalerer som M~/ 2]

For forholdet mellom de to lengdeskalaene finn vi

R/ Muw' 2m\ /4

VRAL (m) ~48-107".
\/ h/mw M

Her er moralen at den typiske lengda (for f.eks grunntilstanden) skalerer som M ~/4. Merk

at lengdeskalaen for den makroskopiske oscillatoren da er ca 107 m. I grunntilstanden for
denne oscillatoren er usikkerheiten i posisjonen omtrent like stor.

d) Med eit utslag pa . = 10 cm er energien til den makroskopiske oscillatoren

E =1k, =1-123-10° (0.1)> Nm = 6.15 Nm.

2 mazx
Denne energien svarer til kvantetal i omradet

E_Ehw_6.15Nm 1

~ = = - =1.65-103.(!
"N b T hwhe' | 02eV 1.16-10-13 ()

[Kommentar: Ved a superponere stasjonere tilstandar med kvantetal i dette omradet kan
vi byggje opp ei bglgjegruppe med oppfersel som liknar pa den klassiske oscillasjonen med
eit utslag pa 10 cm.|

Lgysing oppgave 3 Ikkje-stasjonzer tilstand for partikkel i boks

a) Da sannsynleghetstettheiten |¥(xz,0)[* er symmetrisk mop midtpunktet av boksen, er
forventningsverdien av posisjonen ved ¢ =0

(z), = L/2.

Ut fra kurva for |¥(z,0)|* estimerte oppgaveforfatteren (pa augemal) usikkerheiten Az til
a ligge ein stad i hogget mellom 0.12 L og 0.13 L. Men her gjev NTNU deg eit stort slin-
gringsmonn. (Kommentar: Ei utrekning vha Maple gav Az ~ 0.1199 L.)

b) Vha dei oppgjevne formlane kan vi skrive initialtilstanden pa forma

16 T 8 /2 /3 T 1 3rx
Y = — gin® 2 = — ( mn — — — <] )
(x,0) “5[, sin” — \/;”L g Sl — gsin—
/9 /1
= E@/Jl(x) - TO%@)-

Initialtilstanden er altsa ein superposisjon av grunntilstanden og 2. eksiterte tilstand, og

koeffisientane er

9 1
=11 og c3 = —\[ .
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c) Med W¥(x,0) = 191 + c3tp3  har vi for normeringsintegralet
L L
/0 U*(2,0)¥(x,0)dz = /0 (1t + cs3)™ (e1hr + exiy) do

L L L
= lal [ wiide + el [ 0T+ cfes [ e + kompl-konj

Dei to ferste integrala er lik 1 (normering). Dei to siste er lik null (ortogonalitet). Dette
gjev
9 1
U (z,0)¥(z,0)dz = || =+ — =1 qed
V(@ 00 0)de = [a* + e = 5+ 15 =1 ae

d) (i) Bolgjefunksjonen har forma
U(z,t) = c1(t)v(z) + ca(t)a(2),

med ¢ (t) = (3/v10) exp(—iEit/h) og c3(t) = (—1/v/10) exp(—iFEst/h). Ifslgje sannsyn-

legheitstolkninga av utviklingskoeffisientane er dei moglege maleverdiane for energien

B - Rkt n'n’
2m  2mlL?

og sannsynlegheitene ved ¢t =0 er

9 1
_ 2 _ 7 _ 2 _ L
PO)=[aO)P =2 ox  P0)= a0 =
(i) Forventningsverdien av energien ved t =10 er
9 1 9
E),=P(0)E+ P3(0)E3 = —FE,+ —FE3;= - F.
(E)o = P(0)Er + P5(0)Es Ttk =sm

(iii) Ved ei maling av energien E,, er systemet i tilstanden 1), (z) = +/2/Lsin(nmz/L), der
n=1 eller 3.
2

(iv) Da sannsynlegheitene |c1(t)|? og |e3(t)|* er tidsuavhengige, blir svara pa (i) og (ii) (ved

ei maling ved tida t) dei same som for t = 0.

e) Forventningsverdien av impulsen er

gt
<px>_/\:[l i@zdx'

Da W er symmetrisk (ogsa for ¢ > 0), blir d¥/dz antisymmetrisk, slik at integranden er
ein odde funksjon mop midtpunktet av boksen. Difor er (p,) =0, bade for t=0 og
seinare. Videre er (fra E = K = p2/2m)

9 Oh2m? 3hm
2V —9 EY=9m --F, = —— slik at  Ap, = ——.
(p2)=2m(E)=2m- B, : AV

Med estimatet Az ~ 0.13 L blir
(Az)o(Ap,) = -0.13-3/v/5 ~ 0.55 h.

[Kommentar: Sidan produktet ligg sa neer minimalverdien, er det pa sin plass a rekne
det ut med den meir ngyaktige numeriske verdien (Az)y = 0.1199 L. Innsett finn ein
(Az)o(Ap,) = 0.5054 1, som ligg sveert neer minimalverdien 7]
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Ldysing oppgave 4

a) Integrala er:

/_ Z 5(2) f(2)dz

/_O; 5(z — ¢)g(x)dw

/_O:O 5(2)(Az + B)dz

[ 0:0[5(20 —a) + 6(x — b)) f(x)dx
/ 41 6(z — 1) + 6(z + 3)|g(a)da
L O:O 5(22) f(x)da

/_ : 5(3x — 6)f (x)d

o [ et

;ﬂ / °:O eiedy

217T / O:o ei*da

€ / T ihlgp

21 —00

/_O:O d(x —2")o(x — 2")dx

b) Her er vel oppgaveteksten sjolvforklarande.



