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LØYSING ØVING 4

Løysing oppg̊ave 1 Vibrerande to-partikkelsystem

a) Vi kontrollerer fyrst at kreftene p̊a dei to massane er

F1 = − ∂V
∂x1

= −∂V
∂x

∂x

∂x1

= −k(x− l) og F2 = − ∂V
∂x2

= −∂V
∂x

∂x

∂x2

= k(x− l),

som sjølvsagt er motsett like store.
To derivasjonar med omsyn p̊a t av A cos(ω1t+ α) gjev ein faktor −ω2

1. Innsetting gjev

d2

dt2
(x− l) = −ω2

1(x− l) = − k

m1

(x− l) dvs ω1 =

√
k

m1

, q.e.d.

Ved hjelp av Newtons 2. lov finn ein differensiallikninga for relativ-koordinaten x,

d2

dt2
(x− l) =

d2x1

dt2
− d2x2

dt2
=
F1

m1

− F2

m2

= −k(x− l)
(

1

m1

+
1

m2

)
= −k(x− l) m1 +m2

m1m2

≡ −k
µ

(x− l),

der µ er den s̊akalla reduserte massen. (Eit kjent omgrep for to-partikkel-system i klassisk
mekanikk.)

Med prøvefunksjonen x− l = A cos(ωt+ α) finn ein vinkelfrekvensen ω =
√
k/µ for den

klassiske svingninga. Her legg vi merke til at den reduserte massen er mindre enn den minste
av dei to massane:

µ =
m1m2

m1 +m2

= m1
1

1 +m1/m2

= m2
1

1 +m2/m1

< min(m1,m2).

Dette impliserer at vinkelfrekvensen ω er større enn max(ω1, ω2).
[Kommentar: Dersom f.eks m1 = m2, blir den reduserte massen µ = m1/2 og vinkel-

frekvensen blir ω =
√

2k/m1. Denne frekvensen er ein faktor
√

2 høgare enn frekvensen

ein f̊ar dersom den eine partikkelen er spent fast, medan den andre vibrerer (
√
k/m1). Dette

resultatet kan vi og forst̊a n̊ar vi merkar oss at n̊ar begge partiklane svingar, i mottakt, s̊a ligg
tyngdepunktet (midtpunktet av fjæra) i ro. Vinkelfrekvensen ω er bestemt av fjærkonstanten

til ei “halv fjær”, som er dobbelt s̊a stor som fjærkonstanten til heile fjæra: ω =
√

2k/m1.
Moral: Dersom du sagar av ein del av spiralfjærene p̊a bilen din, for at den skal ligge l̊agare
og sj̊a meir ut som ein sportsmodell, s̊a blir fjæringa stivare, og kjøre-eigenskapene kan bli
d̊arlegare.]

N̊ar det ikkje verkar ytre krefter p̊a to-partikkel systemet vil tyngdepunktet ifølgje New-
tons 1. lov bevege seg med jamn hastigheit. Denne trivielle bevegelsen kan vi eliminere ved
å velje eit koordinatsystem der tyngdepunktet ligg i ro.

b) Likninga beskriv ein (fiktiv) partikkel med masse µ som bevegar seg i potensialet 1
2
k(x−l)2.

Vi har alts̊a eit harmonisk oscillatorpotensial med likevektsposisjon for x = l. Men at
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likevektsposisjonen er forskjellig fr̊a null bør ikkje spele noka rolle for energiniv̊aa. Tvilar du
p̊a dette, s̊a er det berre å innføre variabelen x′ = x− l. Den oppgjevne likninga kan d̊a
skrivast p̊a forma − h̄2

2µ

(
∂

∂x′

)2

+ 1
2
k(x′)2

ψ(x′) = Eψ(x′).

Dersom du samanliknar med standardutg̊ava f̊ar du energiniv̊aa

En = h̄
√
k/µ(n+ 1

2
) = h̄ω(n+ 1

2
), n = 0, 1, 2, · · · ,

der µ er den reduserte massen.

Grunntilstanden er C0 exp(−µω(x′)2/2h̄), alts̊a

ψ0(x) = (µω/πh̄)1/4e−µω(x−l)2/2h̄,

dvs ein Gauss-funksjon som er symmetrisk med omsyn p̊a likevektsposisjonen x = l. Sannsyn-
legheitsfordelinga |ψ(x)|2 for avstanden x = x1 − x2 har alts̊a eit maksimum for likevekts-
avstanden x = l.

c) Ved hjelp av dei oppgjevne uttrykka for ∂/∂x1 og ∂/∂x2 har vi for impulsoperatorane
for partikkel 1 og 2:

p̂1 =
m1

M
P̂ + p̂ og p̂2 =

m2

M
P̂ − p̂.

Innsetting gjev Hamiltonoperatoren:

Ĥ =
p̂2

1

2m1

+
p̂2

2

2m2

+ V (x)

=
1

2m1

(
m1

M
P̂ + p̂

)2

+
1

2m2

(
m2

M
P̂ − p̂

)2

+ V (x)

=
1

2

(
m1

M2
+
m2

M2

)
P̂ 2 +

1

2

(
1

m1

+
1

m2

)
p̂2 + V (x) (kryssledda kansellerer)

=
P̂ 2

2M
+
p̂2

2µ
+ V (x)

(
P̂ =

h̄

i

∂

∂X
; p̂ =

h̄

i

∂

∂x

)
,

der
1

µ
≡ 1

m1

+
1

m2

slik at µ =
m1m2

m1 +m2

.

Her er µ den reduserte massen. Merk at Hamiltonoperatoren er uavhengig av tyngdepunk-
tskoordinaten X. Det fyrste leddet i Ĥ beskriv ein fri partikkel med masse M . Det andre
leddet beskriv ein partikkel med masse µ som bevegar seg i potensialet V (x). Dersom vi
blir bedne om å skrive ned Hamiltonoperatoren for to slike uavhengige partiklar, er svaret
nettopp operatoren Ĥ ovanfor.

Vi merkar oss at p̂1 + p̂2 = P̂ . Operatoren P̂ svarer difor til ein observabel som er den
samla impulsen P = p1 + p2 til dei to partiklane
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d) Dersom ψ skal vere ein eigenfunksjon til Ĥ med energi E og til P̂ med eigenverdi P = 0,
må den oppfylle likningane

P̂ψ = 0 og Ĥψ = Eψ.

Den første likninga fortel at ψ er uavhengig av tyngdepunktskoordinaten X. Den andre
likninga gjev [

− h̄
2

2µ

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x),

som er likninga i b). I denne oppg̊ava har vi alts̊a vist korleis likninga med den reduserte
massen oppst̊ar. [Kommentar: Som du lett kan kontrollere er løysinga av likningane Ĥψtot =
Etotψtot og P̂ψtot = Pψtot der

ψtot(x,X) = ψ(x) · eiPX/h̄,

og der ψ(x) er ei løysing av likninga over.]

Løysing oppg̊ave 2 Vibrasjonsfriheitsgraden for toatomig molekyl

a) Vi finn

k = 1
2
mω2 = 1

2
m(h̄ω/h̄)2 ≈ 1

2
· 16 · 1.67 · 10−27kg(

0.2eV

0.658 · 10−15eVs
)2 ≈ 1.23 · 103 N/m.

Alts̊a ei ganske kraftig fjær. (For ei makroskopisk fjær med denne fjærkonstanten kostar det
ei kraft p̊a 123 N å strekke den med 10 cm.)

b) Svaret er nei! Kvantemekanikken fortel at avstanden mellom dei to kjernene ikkje kan vere
skarpt definert. Usikkerheiten i avstanden er minst n̊ar oscillatoren er i grunntilstanden. For-
ventningsverdien for avstanden mellom kjernene er da lik likevektsavstanden. Dette svarer
til eit minimum for den potensielle energien for systemet. Avstanden er sannsynlegheits-

fordelt rundt denne middelverdien med usikkerheit p̊a omlag
√
h̄/mω. Denne lengda gjev

ogs̊a skalaen for typiske utslag for oscillatoren

Denne lengda er√
h̄

mω
=

h̄√
mh̄ω

=
1.055 · 10−34√

16 · 1.673 · 10−27 · 0.2 · (1.602 · 10−19)
m = 3.6 · 10−12 m.

Alts̊a vesentleg mindre enn 1 atomradius, som er omlag 10−10 m.

c) For den makroskopiske oscillatoren er vinkelfrekvensen ω′ =
√
k/M. Med k = 1

2
mω2,

dvs ω =
√

2k/m, blir alts̊a forholdet mellom de to energibeløpa

h̄ω′

h̄ω
=

√
k/M√
2k/m

=

√
m

2M
=

√
16 · 1.673 · 10−27

2 · 1
= 1.16 · 10−13.
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Avstanden mellom energiniv̊aa for den makroskopiske oscillatoren er alts̊a h̄ω′ = 0.2 eV ·
1.16 ·10−13 ≈ 2.3 ·10−14 eV. Desse energiniv̊aa ligg alts̊a verkelig tett ! [Merk elles at moralen
er at: Energiniv̊aa for oscillatoren skalerer som M−1/2.]

For forholdet mellom de to lengdeskalaene finn vi√
h̄/Mω′√
h̄/mω

=
(

2m

M

)1/4

≈ 4.8 · 10−7.

Her er moralen at den typiske lengda (for f.eks grunntilstanden) skalerer som M−1/4. Merk
at lengdeskalaen for den makroskopiske oscillatoren d̊a er ca 10−18 m. I grunntilstanden for
denne oscillatoren er usikkerheiten i posisjonen omtrent like stor.

d) Med eit utslag p̊a xmax = 10 cm er energien til den makroskopiske oscillatoren

E = 1
2
kx2

max = 1
2
· 1.23 · 103 · (0.1)2 Nm = 6.15 Nm.

Denne energien svarer til kvantetal i omr̊adet

n ∼ E

h̄ω′
=

E

h̄ω

h̄ω

h̄ω′
=

6.15 Nm

0.2 eV
· 1

1.16 · 10−13
= 1.65 · 1033.(!)

[Kommentar: Ved å superponere stasjonære tilstandar med kvantetal i dette omr̊adet kan
vi byggje opp ei bølgjegruppe med oppførsel som liknar p̊a den klassiske oscillasjonen med
eit utslag p̊a 10 cm.]

Løysing oppg̊ave 3 Ikkje-stasjonær tilstand for partikkel i boks

a) D̊a sannsynleghetstettheiten |Ψ(x, 0)|2 er symmetrisk mop midtpunktet av boksen, er
forventningsverdien av posisjonen ved t = 0

〈x 〉0 = L/2.

Ut fr̊a kurva for |Ψ(x, 0)|2 estimerte oppg̊aveforfatteren (p̊a augem̊al) usikkerheiten ∆x til
å ligge ein stad i hogget mellom 0.12L og 0.13L. Men her gjev NTNU deg eit stort slin-
gringsmonn. (Kommentar: Ei utrekning vha Maple gav ∆x ≈ 0.1199L.)

b) Vha dei oppgjevne formlane kan vi skrive initialtilstanden p̊a forma

Ψ(x, 0) =

√
16

5L
sin3 πx

L
=

√
8

5

√
2

L

(
3

4
sin

πx

L
− 1

4
sin

3πx

L

)

=

√
9

10
ψ1(x)−

√
1

10
ψ3(x).

Initialtilstanden er alts̊a ein superposisjon av grunntilstanden og 2. eksiterte tilstand, og
koeffisientane er

c1 =

√
9

10
og c3 = −

√
1

10
.



FY1006/TFY4215 - Løysing øving 4 5

c) Med Ψ(x, 0) = c1ψ1 + c3ψ3 har vi for normeringsintegralet∫ L

0
Ψ∗(x, 0)Ψ(x, 0)dx =

∫ L

0
(c1ψ1 + c3ψ3)∗ (c1ψ1 + c3ψ3) dx

= |c1|2
∫ L

0
ψ∗1 ψ1dx+ |c3|2

∫ L

0
ψ∗3 ψ3dx+ c∗1 c3

∫ L

0
ψ∗1 ψ3dx+ kompl.-konj.

Dei to første integrala er lik 1 (normering). Dei to siste er lik null (ortogonalitet). Dette
gjev ∫

Ψ∗(x, 0)Ψ(x, 0)dx = |c1|2 + |c3|2 =
9

10
+

1

10
= 1, q.e.d.

d) (i) Bølgjefunksjonen har forma

Ψ(x, t) = c1(t)ψ1(x) + c2(t)ψ2(x),

med c1(t) = (3/
√

10) exp(−iE1t/h̄) og c3(t) = (−1/
√

10) exp(−iE3t/h̄). Ifølgje sannsyn-
legheitstolkninga av utviklingskoeffisientane er dei moglege måleverdiane for energien

E1 =
h̄2k2

1

2m
=

h̄2π2

2mL2
og E3 =

h̄2k2
3

2m
= 9E1,

og sannsynlegheitene ved t = 0 er

P1(0) = |c1(0)|2 =
9

10
og P3(0) = |c3(0)|2 =

1

10
.

(ii) Forventningsverdien av energien ved t = 0 er

〈E 〉0 = P1(0)E1 + P3(0)E3 =
9

10
E1 +

1

10
E3 =

9

5
E1.

(iii) Ved ei m̊aling av energien En er systemet i tilstanden ψn(x) =
√

2/L sin(nπx/L), der
n = 1 eller 3.

(iv) D̊a sannsynlegheitene |c1(t)|2 og |c3(t)|2 er tidsuavhengige, blir svara p̊a (i) og (ii) (ved
ei måling ved tida t) dei same som for t = 0.

e) Forventningsverdien av impulsen er

〈 px 〉 =
∫

Ψ∗ h̄
i

∂Ψ

∂x
dx.

D̊a Ψ er symmetrisk (ogs̊a for t > 0), blir dΨ/dx antisymmetrisk, slik at integranden er
ein odde funksjon mop midtpunktet av boksen. Difor er 〈 px 〉 = 0, b̊ade for t = 0 og
seinare. Videre er (fr̊a E = K = p2

x/2m)

〈
p2
x

〉
= 2m 〈E 〉 = 2m · 9

5
E1 =

9h̄2π2

5L2
slik at ∆px =

3h̄π

L
√

5
.

Med estimatet ∆x ≈ 0.13L blir

(∆x)0(∆px) = h̄ · 0.13 · 3/
√

5 ≈ 0.55 h̄.

[Kommentar: Sidan produktet ligg s̊a nær minimalverdien, er det p̊a sin plass å rekne
det ut med den meir nøyaktige numeriske verdien (∆x)0 = 0.1199L. Innsett finn ein
(∆x)0(∆px) = 0.5054 h̄, som ligg svært nær minimalverdien 1

2
h̄.]
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Løysing oppg̊ave 4

a) Integrala er: ∫ ∞
−∞

δ(x)f(x)dx = f(0)∫ ∞
−∞

δ(x− c)g(x)dx = g(c);∫ ∞
−∞

δ(x)(Ax+B)dx = B;∫ ∞
−∞

[δ(x− a) + δ(x− b)]f(x)dx = f(a) + f(b);∫ 4

−1
[δ(x− 1) + δ(x+ 3)]g(x)dx = g(1);∫ ∞

−∞
δ(2x)f(x)dx = 1

2
f(0);∫ ∞

−∞
δ(3x− 6)f(x)dx = 1

3
f(2);

1

2π

∫ ∞
−∞

eixadx = δ(a);

1

2π

∫ ∞
−∞

e−ixadx = δ(−a) = δ(a);

1

2π

∫ ∞
−∞

eixada = δ(x); (NB! Integrasjon over a)

1

2π

∫ ∞
−∞

eif1f2df1 = δ(f2);∫ ∞
−∞

δ(x− x′)δ(x− x′′)dx = δ(x′ − x′′) .

b) Her er vel oppgaveteksten sjølvforklarande.


