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LOYSING OVING 5

Laysing oppgé’lve 1 Krumning og stykkevis konstante potensial

a) I eit omrade der V' er konstant (lik V1), og E — V; er positiv, er omradet klassisk tillate
og vi har

V=T (- B =k, k= V2m(E — V) /R,
Denne likninga har to linezert uavhengige loysingar, cos kx og sin kx eller alternativt exp(£ikx).
Den generelle lgysinga kan da skrivast pa forma

W(x) = Acoskx + Bsinkz
— 1/f124>32<

coskx +
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A
A'(cos a cos kx + sin asin kx), (A’ =VA2+ B2, cosa = T osv.) ,

= A'cos(kxr — a),

dersom vi vel a arbeide med reelle koeffisientar. Som vi har sett for den eindimensjonale
boksen, krummar den sinusforma lgysinga meir jo stgrre bglgetalet k£ er, dvs jo sterre
K =F —V; er. For den sinusforma lgysinga kan vi altsa bruke bglgetalet som eit mal
for hvor mykje lgysinga krummar.

Kommentar: Ut fra dette kan vi ogsa finne ut kor raskt ¢) krummar i klassisk
tillatne omrade nar V' (z) ikkje er konstant. Dette kan vi gjere ved a skrive

,,_2m

= V(@) - Bl = —[*k(x) T,

der

“K(x)“=/2m[E - V(@)/h% (B> V()

ikkje er eit bplgjetal i ordets opprinnelege tyding. k(x) gjev likevel informasjon
om kor tett nullpunkta ligg. Sja t.d. 5 pa side 57 i boka. Sja og figuren side 58.

b) For eit klassisk forbode omrade der V(z) er konstant og storre enn F, kan vi skrive den
tidsuavhengige Schrodingerlikninga pa forma

V' =" (V — E) = 5%, K= \/Qm(V—E)/h2.

Denne likninga har to uavhengige lgysingar, e og e™"*, slik at den generelle lgysinga blir
av eksponensiell type,

Y(x) = Ce "™ 4 De™.
Denne funksjonen krummar bort fra aksen, raskare jo stgrre k er, dvs jo stgrre differansen
V — E er, det vil seie jo meir “klassisk forbode” dette omradet er.

Sidan potensialet er uendeleg for x > x5, skal bglgjefunksjonen vere lik null i dette
omradet. For a fa ein kontinuerleg eigenfunksjon ma lgysinga for omradet x; <z < a9
oppfylle kravet

1/}(1'2) _ Clle—fc(:v—zg) + Dllefc(at—zg) — " + D" = 0.

T=x2
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I dette omradet har vi da
Y(x) = D" (e"@m2) — e7#@=22)y = 9 D" sinh([k(x — 22)], q.e.d.

Alternativt kan ein merke seg at lgysinga ma vere ein linezerkombinasjon av dei to uavhengige
lgysingane sinh[k(x — x3)] og cosh[k(x — x3)], der koeffisienten foran den andre lgysinga er
null pga kontinuitetskravet.

¢) (i) Dersom energieigenverdien F ligg lagare enn potensialverdien V3 i omradet —oo < x < z3,
ma eigenfunksjonen i dette omradet oppfylle

1
V= 2g - Elp = wp, med kg = 2y/2m(Vy — E).

Den generelle lgysinga i dette omradet er da
= Ce™* 4 e "7,

Her ma ein sette C” lik null, fordi ein eigenfunksjon ikke far lov a divergere, noko exp(—r3x)
gjer i grensa = — —oo. Eigenfunksjonen har altsa i dette tilfellet forma

Y =Ce™  for x < x3.

Denne bglgjefunksjonen gar eksponensielt mot null nar x — —oo og er saleis kvadratisk
integrerbar. 1 (z) beskriv dermed ein lokalisert og bunden tilstand.

(ii) Er energieigenverdien stgrre enn Vs i det same omradet, blir lgysinga for = < x3
med eit tilsvarande resonnement

1
1 = Asinkzx + Bceosksxr, med k3= %\/2m(E —V3).

Normeringsintegralet
2
| @)

vil divergere, og eigenfunksjonen er ikkje-lokalisert og beskriv difor ein ubunden tilstand.
Vi noterer oss forgvrig at bglgjefunksjonen sjol er endeleg medan normeringsintegralet di-
vergerer.

(iii) Dersom det klaffar slik at energieigenverdien er akkurat lik V3, har vi at ¢” =0
for x < x3. Den generelle lgysinga er

V= Ar + B.

Her ma vi sette A =0 for a hindre at ¢ divergerer i grensa x — —oo. Dette impliserer
at =B for x <3 Her kan ein anta B # 0. Denne energieigenfunksjonen er difor
ikkje kvadratisk integrerbar, og beskriv altsa ein ubunden tilstand.

d) Da FE; <V, er den tidsuavhengige Schrodingerlikninga pa forma

2m 1
Y = ?[VO — B\ = k7Y, med kK = ﬁ\/Qm(Vb —0.67Vp).

Denne likninga har dei to linesert uavhengige lpysingane exp(t+rxix) (alternativt cosh(kix)
og sinh(k1x)). Ein symmetrisk kombinasjon av exp(kiz) og exp)(—riz) kan skrivast som

P = %C’l(e’“x + e "%) = (4 cosh(kyz).
e)
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1y er ein energieigenfunksjon. I barriere-omradet ser vi at den krummar mot aksen. Energien
E ma da veere hggare enn barriere-hggda V. Vi ser ogsa at krumninga er lita i dette
omradet og bglgjetalet er saleis relativt lite. Difor ma E — Vj vere forholdsvis liten, dvs
E er berre litt stgrre enn V4. I dei to brgnnane pa begge sider av barrieren er bglgjetalet
stgrre, og krumninga tilsvarande stgrre. Vi merkar oss elles at lgysinga er antisymmetrisk,
med eitt nullpunkt. Denne funksjonen beskriv saleis fyrste eksiterte tilstand. (Hugs at
grunntilstanden er symmetrisk og utan nullpunkt.)

Den andre funksjonen, 1,, krummar som vi ser bort fra aksen neer dei harde veggane,
som er klassisk tillatne omrade. Her skal krumningen skal vere mot aksen slik at dette er
ingen energiegenfunksjon.

)

AVAV/ANAY
e

Fra dei oppgjevne kurvene ser vi at A\, = L/2, mens )\, =2L/7. Bolgjetala er altsa

x/ L

p 2 _4r _n
“ N L

Fra samanhengen E — Vy = h*k?/2m  har vi da at

w2h? m2h?

By—Vy=_" 11 By— Vo= " 49
Yo 2mL2 0 8 b= Vo 2mL2 )

g) (i) I barriereomradet, der £y = V(x) = V), skal %i) vere bade linezer og symmetrisk,
dvs lik ein konstant C'. Denne konstanten kan vi sette lik 1 viss vi ikkje bryr oss om
nomeringa. For 0 < x < a; skal bglgjefunksjonen vere sinusforma, med eit nullpunkt for
x =0 og med ein kontinuerlig derivert for z = a;. I dette omradet skal vi altsa ha ein
kvart periode av sinusen, slik at vi ma ha ka; = 7/2, der k er bplgetalet.
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Vi har altsa

1 1 hr
%W:kalzal ﬁ\/QmElzalﬁ 2mVj E a; = N

(ii) Her skal ng“') vere lineger for as < x < 2as, og den rette linja skal tangere sinuskurva
for = = a,.

.
%"

0 : ; | R =~ X
| a = e

Sinusdelen av kurva utgjer litt meir enn ein kvart periode, slik at as > a;.

[Vikan finne as ved asette ¢y =sinkz for 0 <z < ag. Idette omradet erda /1y = kcot kz.
For as <z < 2ay kanvisette 1, = A(x — 2as), ogharidette omradet at | /¢; = 1/(x — 2as).
Kravet om kontinuitet av ¢ /¢y gjev da kravet

kcotkas = —1/as, dvs kagcotkas =—1 (7/2 < kas < ).

Ved a prove deg fram med kalkulatoren eller lgyse likninga pa anna vis, vil du finne at lgysinga
av denne transcendente likninga er kas ~ 2.03, slik at as/a; =~ 2.03/(37) ~ 1.29. |

Ldysing oppgave 2 Eindimensjonal dobbelt-brgnn

a)

¥

?/\T‘ T ﬂ‘/\{ »
Y
l —t _/_\’r > x

N

Vi merkar oss at bade 11 og 1, krummar bort fra aksen i barriere-omradet; bade E; og
E5 er altsa mindre enn barriere-hggda Vj. I dei tillatne omrada ser vi at bade 1, og 1, er
sinusforma, med tilnezerma like bglgetal. Dette tyder at Fy &~ F;. Fordi bade v, og ¥ har
sma verdiar i barriere-omradet, bidrar dette omradet lite til begge normeringsintegrala. I og
med at dei to funksjonane er symmetrisk og antisymmetrisk, ma dei ha tilnserma like stor
sannsynlegheitstettheit i dei tillatne omrada. Vi skjgnar at (z) ~ ¢1(z) 1 hggre bronn,
og o(x) =~ —1y(x) 1 venstre bronn.

I barriereomradet i midten ma ; vere ein symmetrisk lineserkombinasjon av €% og

e "7 der Ky = \/2m(V0 — Ey)/h?, dvs den er pa forma Acosh[s;x]. Fyrste eksiterte til-
stand 1y skal tilsvarende vere ein antisymmetrisk lineserkombinasjon av e** og e~"2*, der

Ky = \/Zm(Vg — E5)/h?, dvs den ma ga som B sinh[koz].

b) For ¢ =0 har vi da
V21 () i hegre brgnn
0

1 venstre brgnn.

B(r,0) = ol + (o)) = {
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Dette tyder sjglsagt at sannsynlegheiten for a finne partikkelen i hggre brgnn ved ¢t =0 er
tilnserma lik 1.
For t=T/2=nh/(FEy— Ey) er

e—i(EQ—El)t/FL — e—iﬂ' — _17
slik at 1
U(e,T/2) = 5 e (@) — dala)],
der

1 _J0 1 hggre brgnn
ﬁ[wl () = alw)] ~ { V2¢y(x) i venstre brgnn.

Her er partikkelen like sikkert havna i venstre brgnn. Sannsynlegheiten oscillerer altsa att
og fram mellom dei to brgnnane, med perioden T" = 27wh/(Es — Ey). Partikkelen er saleis
i stand til a forsere barrieren som er klassisk forboden. Dette er eit dgme pa den sakalla
tunnel-effekten. Dette er ein rein kvantemekanisk effekt. Klassisk er ein partikkel dgmt til
a opphalde seg i éin av dei klassisk tillatne brgnnane.

Ein kan vise at energidifferansen E5 — E; blir mindre jo hggare vi gjer barrieren. Tida
T/2 = nh/(FEy — E;) som partikkelen bruker pa a kome gjennom barrieren vil altsa auke jo
hggare Vj er.

¢) Initialtilstanden i dette problemet kan vi tenke oss er preparert ved at partikkelen er
plassert i hggre brgnn ved ¢ = 0. Dersom vi studerer tidsforlgpet mellom f.eks ¢t =0 og
t =T/2, finn vi at bglgjefunksjonen (og dimed sannsynlegheiten) lekk langsomt over fra
den eine brgnnen til den andre. Ved ¢ =T/4 er t.d sannsynlegheiten likt fordelt mellom
dei to brgnnane, som forklart i oppgaveteksten. Dette tyder sjolvsagt ikkje at partikkelen
“deler seg”. Dersom vi pa eit tidspunkt ¢ maler kor partikelen er, vil vi finne at den er
anten til hggre eller til venstre. I prinsippet er det til og med ein liten sannsynlegheit for a
finne den i det forbodne omradet. Det kan kanskje vere lurt a tenke pa at bglgjefunksjonen
beskriv oppferselen til eit ensemble av slike system. Ved ¢ =T/2 har alle partiklane flytt
seg til venstre bronn. Ved ¢ =1T/4 er omtrent halvparten til hggre og halvparten til ven-
stre. Dersom vi ser pa ein medlem av ensemblet, kan ikkje kvantemekanikken forutseie nar
partikkelen passerer barrieren. Eit halvklassisk bilete av denne prosessen er at kvar partikkel
fyker att og fram mellom den harde veggen og barrieren, med impuls p = +hk. For kvar
gang den treff barrieren er det ein viss ( liten) sannsynlegheit for at den gar gjennom. Denne
transmisjons-sannsynlegheiten er mindre jo hggare barrieren er.



