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LOYSING OVING 6

Lgysing oppgave 1 Grunntilstanden i hydrogenliknande atom

a) Vi merkar oss fyrst at vinkelderivasjonane i Laplace-operatoren gjev null bidrag til V¢,
sidan ¢ (r) er uavhenging av vinklane 6 og ¢. Vi har at

aw _ —r/a 1 82¢ o —r/a 1
or e <_a> ©8 or? Ce (a2> ’

slik at H blir
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Her ser vi at faktoren foran v pa hggresida er ein konstant berre dersom 1/r-leddet er lik
null. Dette er tilfellet nar

. 4’/T60h2 . Qo

C mee2Z 7
Med denne verdien for a er 1 altsa ein eigenfunksjon til Hamilton-operatoren H med eigen-
verdien

h? h?
_ _ 2_ 1.2 2 2 _ 2
E—_2m6a2—_2meag'z =—sa"m L=k - Z".

Her har vi streka under dei to praktiske uttrykka for Rydberg-energien, som er ca 13.6 eV.
Som vi har sett tidlegare (i Tillegg 1), kan vi bruke a som eit mal for utstrekninga av denne
orbitalen. Her ser vi at denne skalerer omvendt proporsjonal med Z, medan energien er
proporsjonal med Z2.

b) Sannsynlegheitstettheiten
[(r)? = (ma®) e 2/

er maksimal i origo, og avtar som vi ser eksponensielt med aukande r. Vi ser ogsa at
bade bglgjefunksjonen (1) og sannsynlegheitstettheiten |¢)(r)|? er funksjonar av r, ikkje av
vinklane. Da er det rett og seie at orbitalen ¢ (r) er kulesymmetrisk. Sidan operatoren L
berre inneheld derivasjonar mop vinklane, finn vi at Lap(r) = 0. Tilstanden 1 (r) er altsa
ein eigentilstand til L med eigenverdi lik null: Lip(r) = 0- ¢ (r). Dreicimpulsen er altsa lik
null i denne tilstanden. Hugs at i Bohr-modellen er dreieimpulsen lik # i grunntilstanden! !

Forventningsverdien av posisjonen, (r) =&, (z) + €, (y) + €, (z), dvs tyngdepunktet
av den tredimensjonale sannsynlegheitsfordelinga er ganske enkelt lik 0 nar sannsynlegheits-
fordelinga er kulesymmetrisk.

¢) Normeringskravet er lett a bruke nar sannsynlegheitstettheiten er kulesymmetrisk som
i denne oppgava. Sannsynlegheitstettheiten er da den same overalt i eit kuleskall med in-
finitesimal tjukkleik dr og overflate 4712, slik at sannsynlegheiten for & finne elektronet i
kuleskallet med volum 47r?dr er

Praa(r)dr = dmr?[4(r)|2dr = drr?|CJ? e/ dr.

!'Den kulesymmetriske sannsynlegheitstettheiten impliserer at elektronet er “her og der”. Klassisk er dette
vanskeleg & forestille seg nar vi veit at dreieimpulsen er lik null. Moralen er at dei klassiske forestillingane
vare ofte kjem til kort.
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Normeringsintegralet kan vi da skrive slik:

1= / () PdPr = / drr?|CPe 20 dr = |C 24 (a)2)? / w2e~dz = |C|?ra®.
0 S— 0
Prad(r)

Med eit praktisk faseval har vi dd C = (wa®)~/2, slik at radialtettheiten er

)z _ 2 2 _ 4r? —2r/a

vad (1) = 4mr|(r) " = PE :

Merk at radialtettheiten P..q(r) er sannsynlegheiten pr “radius-ening”. Legg og merke til
at faktoren 72 i denne formelen kjem av at volumet av kuleskallet er proporsjonalt med r?
(Jacobi-determinanten i malet i kulekoordinatar). Dette er grunnen til at radialtettheten har
eit maksimum for r > 0 (i motsetning til sannsynlegheiten pr volumenhet, som er maksimal
for r = 0 i denne orbitalen). Ved derivasjon finn vi at radialtettheiten er maksimal nar

dprad (7“)
dr
dvs for r=a. (Forr = 0 er P, = 0.) Ut fra dette kan vi seie at den mest sannsyn-

lege avstanden mellom elektronet og kjerna for denne orbitalen er r =a = a¢/Z, der qg er
Bohr-radien.

o e 22 4+ 12(=2/a)] = 0,

d) Analogt med utrekninga av normeringsintegralet ovanfor finn vi at forventningsverdien
av elektronets avstand fra kjerna er

(r) = [rle)Pdr = [ rlp)Pamrtdr = [ PG

Innsetting av formelen for radialtettheiten gjev
o 4 o 3 —2r/a 4 a 4o 3 _—u a 3
<7">:/0 TPrad(r)dTZE/o r-e dT:ag<2) /0 ue du:13':§a

Dette kan vi ta som eitt mal for kor stort atomet er nar det er i grunntilstanden.

e) Det klassisk tillatne omradet er gjeve ved E > V(r). For grunntilstanden er dette
omradet altsa gjeve ved ulikheiten
n? !

— ) > — - - r < 2a.
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Figuren viser funksjonane exp(—2r/a) og (2r/a)? exp(—2r/a), altsa [1|? og Pra(r) i vilkarlege
einingar, som funksjonar av r/a. Vi har og tatt med potensialkurva og energilinja. Skjeeringspunk-
tet mellom desse gjev det klassiske vendepunktet (venderadien blir det her). Sannsyn-
legheiten for a finne elektronet utanfor det klassisk tillatne omradet er sjglsagt arealet under
kurva for P,q(r), utanfor r/a = 2 (nar heile arealet er lik 1). Pa augemal kan ein estimere

at arealet for r/a > 2 er ca 25 % av heile arealet under kurva.

f) La oss rekne ut sannsynlegheiten for a finne elektronet utanfor ein radius 7¢:

o] 4 o) o)
Prsry = / Praa(r)dr = — rle?rlady = %/ u?e "du

ro a3 r0 2rg/a

= (—u®—2u—2)e ]2 = 27;(2) + 970 +1) e 2ro/a
- 2 2ro/a — a2 a € .

For ry=2a fas P.ws, = 13e7* = 0.238. Sa overslaget ovanfor var ikkje s& verst.

g) Ut fra den kulesymmetriske sannsynlegheitsfordelinga for posisjonen er det fristande a
seie at det hydrogenliknande atomet i grunntilstanden er kuleforma, eller “rundt”. Uansett,
vi far prgve a hugse pa at det einaste vi kan uttale oss om er bglgjefunksjonen og sannsyn-
legheitstettheiten, som begge er kulesymmetriske i dette tilfellet.

Men i motsetning til ei kule, har atomet openbert inga overflate, som dannar eit skille
mellom atomet og resten av verda. Med andre ord, sjgl om forma er kulesymmetrisk, ser vi
at det er vanskeleg & uttale seg presist om storleiken, siden [)|? i prinsippet er forskjellig fra
null for alle . Det enklaste er kanskje a seie at "radien” a er eit mal for storleiken og at
ag er eit mal for storleiken til eit H-atom; jf. Bohr-radius. Merk at for r =a er sannsyn-
legheitstettheiten redusert med ein faktor e?, altsa ca 7.4 gonger mindre enn i origo. Eit
anna mal for kor stort atomet er, er den inverse av forventningsverdien (1/r). Denne for-
ventningsverdien viser seg a vere 1/a. Dette kan du lett kontrollere ved a rekne ut integralet
Jo°(1/7) Peaadr). Zumdahl refererer til ei kuleflate som omsluttar 90 % av sannsynlegheiten.
Dette svarer til ein radius = 2.6 a; jf formelen i e) som gjev P,~26, = 0.11. Ovanfor sa vi
at vi kan ta (r) = 3a/2 som eit mal pa storleiken.

Kommentar til denne oppgava: For eindimensjonale problem har vi leert at energieigen-
funksjonar krummar mot aksen i klassisk tillatne omrade, rett og slett fordi den relative
krumninga er negativ. Dette fglgjer fra den tidsuavhengige Schrodingerlikninga )" /1) =
(2m/R*)[V(z) — E]. Da kan det kanskje virke forvirrande at bglgjefunksjonen v (r) o
exp(—r/a) krummar bort fra r-aksen for alle r. Forklaringa er: For eit kulesymmetrisk
potensial og for ein kulesymmetrisk eigenfunksjon er den tidsuavhengige Schrodingerlikninga
pa ei anna form, nemleg:

2m

V2(r) = el

V(r) — Elo(r), med v?w(r):lc“” Qdﬂ,

dr2 ' rdr

Her ser vi at bade ¥" og ¢’ inngar i liknnga, slik at vi kan ikkje trekke dei same konklusjonane
om krumning av 1 som i éin dimensjon. Derimot skal vi sja i Tillegg 5 at funksjonen

u(r) =riy(r) tilfredsstiller
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slik at u vil krumme mot aksen i klassisk tillatne omrade. Du kan sjol sjekke at funksjonen
rexp(—r/a) har denne eigenskapen.

Lgysing oppgave 2 Modifisert boks

a) For a = L/2, dvs med det opprinnelige boks-potensialet, er

" 2mE1

=
og lpysinga er ei halvbgljge(-sinus) med nodar i z = 0 og x = L, slik at kL = .
Grunntilstanden har da energien

P = —k%%?

Rk} RPa?
2m  2mlL?’
For a = 0, dvs med potensialet V(z) = =V, = —(4h)?/(2mL?) for 0 <z < L, har vi

Ei(a=L/2) =

2m 2m
| = ?[V(m) — B = —?[Vo + By = —k{v.
Eigenfunksjonen 1, og bglgjetalet k; blir akkurat som ovanfor, men energien blir na
Rk} n?
Ei(a=0)=—"1-Vy= (7" —16)-—;
i(a ) 2m o=(m )ZmL27

energien er na senka med belgpet Vj, og er negativ.

b) For tilfellet der FE; =0 ser viat V(x)= FE; iomrada som “ikkje er gravd ut”, altsa
for 0<zr<a og L—a<uz< L. Grunntilstanden 1; ma da vere linezer i desse omrada,
medan den krummar mot aksen for a <z <L —a (der Ey — V(x) =V, slik at dette er
eit klassisk tillate omrade). I “overgangane” hugsar vi at lgysinga skal vere glatt. Dvs at 9
og Y og dermed ogsa 1] /1 er kontinuerlege. Prinsippskissa blir da

cos[B(x-2)]

f
[
[
[
0 02 a/72 04 056 08 1 X/L

der kurva har kosinusform i midten og er linezer pa begge sidene.
c) Da E; alltid ma ligge hggare enn bunnen av potensialet, dvs FE; > =V, (slik at =V —
E, <0), har vi at

2m
1= ?[—Vg — B\ = —k¥, for a<z<L-—a.
I dette omradet er altsa 1, alltid sinusforma. Da bglgjefunksjonen dessutan skal vere sym-
metrisk med omsyn pa midten av boksen, ma ein ha

Yy = Acoslki(x — L/2)] for a<zx <L —a.
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For tilfellet F; = 0 ser vi at bglgjetalet er

1 —— 4

(slik at ki L = 4). Det er kontinuiteten av ¢ og ], og dermed av 9] /11, i punktet = = a;
som gjev verdien a; og dermed a;/L. For 0 <z < a er lgysinga som vi har sett lineser,

Y, = Bz — w—i = -
1 o - o
For a <x < L —a har vi tilsvarande
v (04 B !
J = —ki tan[ki (z — L/2)] == 17 = —ky tan[k, L(a; /L — 5)]
! 1lg=a}

Kontinuiteten gjev altsa

1 a
o= h tan[kiL(a1/L — )] eller kL fl tan[k1 L( — a1 /L) =1, qed.,
eller, med kL = 4,

4% tan[2 — 4ay /L] = 1.

Eit par forsgk med kalkulatoren gjev

ai

— ~0.342.
L

[Figuren ovanfor viser den ngyaktige eigenfunksjonen for dette tilfellet.]
Kommentar: Det kan vere interessant a sja pa grunntilstandsenergien £ som funksjon av a.
Figuren nedanfor er basert pa ei utrekning for ymse verdiar pa a. Ved desse utrekningane
ma ein skille mellom tilfellet a < a;, som gjev negativ energi F; og dermed ei lgysing pa
forma Bsinh(kix) for 0 <z < a, ogtilfellet a1 < a < L/2, som gjev ei lpysing pa forma
Bsin(qz) i det same omradet.
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