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Oppgave 1

a) Sidan bglgjefunksjonen er symmetrisk, er 1g(x) = 1o(—x). Dette gjev

A=C (1)
b) Bortsett fra i punkta x = —L og x = L, er potensialet V' (z) = 0. Innset-
ting av t.d. 1g(r) = Ae K i Schrodingerlikninga finn ein difor

h2
—%K2A€7Kx = Eerin . (2)



Dette gjev
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der vi har ma velje den positive rota for at i (z) skal vere normerbar og
beskrive ein bunden tilstand. Dette tyder at Ey < 0.

c¢) Fra uttrykka for bglgjefunksjonen har vi

lim, w(x) = CeE. (1)
lirl{l_w(x) = Becosh(KL). (5)

Kontinuiteten til ¢(x) i x = L gjev difor
Bcosh(KL) = Ce . (6)

Grunntilstanden er skissert i figur 1.

Y(x)

Figure 1: Symmetrisk grunntilstand.

d) Fra uttrykka for den deriverte til bglgjefunksjonen har vi

liI£l+ V'(r) = —CKe | (7)
hrf, Y'(z) = BKsinh(KL). (8)

Med diskontinuiteten til ¢’ fra formelarket, far vi

2
BEK sinh(KL) + CKe 8t = — Zﬁﬁ Ce XL (9)

e) Innsetting av likning (6) i likning (9) og litt opprydding gjev

WK
e—QKL —

L (10)




Venstresida er ein strengt minkande funksjon f(x) for alle K > 0 og f(0) =1
Hogresida er ein linezer funksjon g(z) med positiv helning og ¢(0) = —1.
Funksjonane f(z) og g(x) ma da krysse kvarandre for ein verdi av K =
K* > 0. Det vil seie det finst ngyaktig ein bunden tilstanden der ¢ (x) er
symmetrisk. Dette er illustrert i figur 2.

B=h"2/2mL

Figure 2: Grafisk lgysing av (10) som gjev ein symmetrisk bunden tilstand
for alle verdiar av 3 > 0. I plottet har ein nytta 8 = h*/2mL.

f) For den antisymmetriske bglgjefunksjon har vi ¢4 (z) = ¥ (—z). Dette
gjev A = —C'. Bolgjefunksjonen er skissert i figur 3.

Y(x)

Figure 3: Antisymmetrisk fyrste eksiterte tilstand ().

g) Kontinuiteten til ¢(z) i = L gjev pa same ma som tidlegare
Ce ™t = BsinhkL , (11)

eller —C' = {B(e*!" — 1). Diskontinuiteten til ¢'(z) i 2 = L gjev pa same
mate som tidlegare
2mp

~KCe ' —BKcoshKL = — 72 Ce KL (12)




eller B(e*' +1) = 2C (;%g - ) Dersom ein kombinerer desse to uttrykka
far ein

2mf3 B

2KL _ 2K L
41 = (X -1) <h2K 1), (13)

eller etter litt opprydding

oKL _ 1_h2K
mpB

Denne likninga har ei lgysing berre nar 8 > h*/2mL. Dette er enklast & sja
grafisk. Bade hggre -og venstresida er lik null ein for K = 0. For at ein skal
eit anna skjeringspunkt, ma den deriverte av hggresida mop K i K = 0 vere
storre enn den deriverte av venstresida mop K i K = 0. Dette gjev

(14)

hQ
2L < —— 15
m/B Y ( )
eller B > B, = h?/2mL. Dette er vist i figur 4, der den dimensjonslause vari-
abelen er z = 2K L.

B=h"2/2mL B>h"2/2mL

Figure 4: Grafisk lpysing av (14) som gjev ein antisymmetrisk bunden til-
stand for 3 > h*/2mL.

Oppgave 2

a) Fysisk er det klart at refleksjonskoeffisienten ma vere lik ein. Partiklane
kjem inn med endeleg energi £F > 0 og kan trenge gjennom den fyrste barri-
eren. Men da vil partikkelen treffe ein hard vegg med V' (z) = oo. Partikkelen



er saleis ngydd til a bli reflektert. Dette kan vi og vise matematisk. I omrade
I, er bolgjefunksjonen pa forma

Yr(x) = e* ek (16)
der k = QZEE og 7 er ein konstant. I omrade II er er bglgjefunksjonen pa
forma

Yr(x) = ae'® + be " (17)
der ¢ = w, og a og b er konstantar. I omrade I11, er ¢ (x) = 0.
Straumen j(x) er gjeve ved
. h dy(x) dy ()
O L {0
Dette gjev
hk

' = —(1—]r)? 1

jile) = ), (19)

, h

@) = llal’ ~ o) (20)
j][](ZE) = 0. (21)

Kontinuiteten til j i x = L gjev da j;(z = L) = 0 (ingen sluk eller kjelder).
Kontinuiteten til j(z) i z = 0 gjev da jr(z = 0) = 0 (ingen sluk eller kjelder)
og difor |r|* = 1. Da refleksjonskoeffisienten er R = |r|?, ser vi at R = 1.

Kommentar: Ein kan ikkje bruke kontinuiteten til ¢’'(x) i z = L sidan
V(x) er divergent i x = L. Viss ein gjer det far ein a = b = 0 og ¢;; = 0.
Dette impliserer i at j;7(z) = 0 og difor j;(x) = 0, slik at R = 1. Svaret
er rett, men ikkje framgangsmaten. Kontinuiteten til ¢(z) i = L gjev at
ac’t = —p~il Dette impliserer at ¥;;(z) = be "% sinh[q(x — L)] som er lik
null i z = L. ¢;;(z) er saleis reell opp til ein uvesentleg fase og og difor er
Jir = 0.

Oppgave 3

La F vere ein hermitesk operator, ¢ ein eigenfunksjon til F med eigenverdi
f. Vi har per definisjon av den adjungerte operatoren F'f

/ GiFdr = [ (Fun) dadr, (22)
for vilkarlege bglgjefunksjonar v, og 1. Dette gjev

[vFtvar = [(Fv) var
= [uredr (23)



P4 den andre sida er F' = F'! og difor
/ G dr = / E dr
= f [vvar. (24)

Likning (23) og (24) viser at f = f* og eigenverdien er reell.

Vi bruker igjen definisjonen pa ein hermitesk operator:

[ i@ Fiae) = [ (Poi@) vale) (25)

Dette gjev

a(x) . (26)

Delvis integrasjon gjev

| vi) [ 4 ]*wgm - v - [~ i) <d¢;ix))
= — [ witw) (W) , o

o0

der vi har brukt at i} (z)vs(x) = 0 sidan ¢4 (x) og ¥a(z) er bundne

tilstandar og normerbare. Dette viser at

al d
KA .

Operatoren - er saleis ikkje hermitesk.

Kommentar: Hadde operatoren vore i% hadde vi fatt ein ekstra minus fra
komplekskonjugeringa i likning (26). Da hadde operatoren vore hermitesk.
Dette er i samsvar med at impulsoperatoren p = —ih% er hermitesk.

Viss ein tar utgangspunkt i at p er hermitesk, fglgjer det fra reknereglane
for produkt av operatorar at % ikkje er ein hermitesk operator. Dette argu-
mentet kan til ngd passere.

b) Kvantemekanisk tunnellering er at ein partikkel kvantemekanisk kan bevege
seg gjennom eit omrade som er forbode klassisk. Eit dgme er ein a-partikkel
som er bevegar seg i eit brgnn-potensial inni ei tung kjerne. a-partikkelen



kan tunnellere gjennom barrieren og kome ut pa andre sida og resultatet er
radioaktivitet.

c) Bohr antok at elektronet bevegar seg i sirkelbaner rundt kjerna omtrent
som planetar bevegar seg rundt sola (bortsett fra at dette er ellipsebaner).
Radien til desse sirkelbanene er gjevne ved et heiltal gonger de Droglie-
belgjelengda til elektronet. Desse banene er stabile (stasjoneere tilstandar)
der lova om elektromagnetisk straling fra ein akselerert partikkel er oppheva.
Slike baner har ulik energi:

2

E, = 57 (29)
der n = 1,2, 3... Nar elektronet hoppar fra ei bane til ei anna vil atomet sende
ut eller absorbere energien til eit foton som har energi lik energidifferansen
mellom banene. Modellen forklarer saleis absorpsjonsspektret til hydrogen.
Forventningsverdien til (r) er proporsjonal med ag. Dette folgjer fra dimen-
sjonsanalyse. For grunntilstanden i hydrogen har vi (r) = %ao og ag er difor
eit mal pa kor stort hydrogenatomet er.

d) Ved innsetting i dei oppgjevne formlane finn ein

L?sinf = h*[sinf — cotfcosb)] (30)

L,sing = 0. (31)

Funksjonen ¢ (0, ¢) = sin ) er saleis ikkje eigenfunksjon til L2, men funksjo-
nen er eigenfunksjon til L, med eigenverdi [, = 0.




