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Frist for innlevering: tirsdag 3. februar

OVING 2

Oppgave 1 Krumningseigenskapar for eindimensjonale energieigenfunksjonar

Ein partikkel med masse m bevegar seg i eit eindimensjonalt potensial V(x). Partikkelen
er 1 ein tilstand som svarer til ei reell loysing av den tidsuavhengige Schrodingerligningen,
Hy(x) = Ev¥(x), med energien E. I ein dimensjon er Hamiltonoperatoren

. R h2 d2
H=K =——— . 1
tV=—o s V() (0.1)
Vi kan difor omskrive Schrodingers tidsuavhengige likning pa forma
h? d*i(x) d*)/de?  2m

(i) T klassisk tillatne omrdde, det vil seie nar E > V(z) er altsa krumninga d*/dz?* negativ
nar ¢ er positiv og vice versa; i begge tilfelle er den relative krumninga v” /1) negativ. Vi
ser at dette tyder at ¢ ma krumme mot aksen. Dgme:

(ii) T klassisk forbode omrade, det vil seie nar E < V(x) er krumninga d*y/dz? positiv nar
¥ er positiv og vice versa; i begge tilfelle er den relative krumninga 1" /1) positiv. ¢ vil da
krumme bort fra aksen. Dgme:
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(iii) I eit klassisk vendepunkt, der V(z) — E' skiftar forteikn, ser vi av formelen ovanfor at
den relative krumninga skiftar fortein. Er V(z) = FE i eit endelig omrade blir ¢” =0 i
dette omradet. Ved integrasjon ser ein at v sjol er ein lineser funksjon, ¥ = Az + B, i
dette omradet.

Vi skal sja at krumninga er eit veldig nyttig redskap nar ein skal studere energieigen-
funksjonar.

a) Grunntilstanden for ein harmoniske oscillator med potensialet V (z) =

Yo(x) = Coe™ /20 (0.3)
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Energien FEj for grunntilstanden er lik %hw. Kontrollér at ¢(z) oppferer seg slik reglane
ovanfor seier. Sjekk spesielt at den relative krumninga skiftar forteikn for dei z-verdiane
som svarer til dei klassiske vendepunkta, det vil seie der Ey = V (z).

b)

A cos(#x)

T4 -a 0 a b X
Figuren viser grunntilstanden 1 for eit eindimensjonalt potensial pa forma
oo for |z| > b,
V(z)=< 0 for a<|z|<b,

Vo for |z|<a.

[ omrada a < |x| < b er ¢ ein lineser funksjon. Bruk dette til a finne energien E for denne
tilstanden. Kva forteikn har V4? Hint: bruk figuren til a finne den relative kruminga i
omradet |z| < a.

Oppgave 2  Ymse

SN
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a) For ein partikkel med masse m i eit boks-potensial med breidde L er energieigenfunksjo-

nen for grunntilstanden ¢ (z) = /2/L sin(wz/L). Kva skjer med energinivaet E; for grun-
ntilstanden i eit boks-potensial nar breidda L av boksen reduserast til ein tredel av den
opprinnelege?

b) For ein gjeven bglgjefunksjon 1(z) kan vi vha forventningsverdipostulatet rekne ut

(x) = /w*xw dx | (z%) = /w*aj2¢ dx | (0.4)
o) = [Wpvde () = [wptede, (05)

der p, = —ili-L. Med desse uttrykka kan vi rekne ut usikkerheitene Az =\/(22)— (x)?

og Apy = /(p2) — (p.)* . Med bolgjefunksjonen 1, (z) = /2/L sin(rz/L) kan ein lett
vise at (z) = £ og (2?) = %2(2 — 3). Rekn ut (p;) og (p2). Bruk dette til & rekne ut
Az og Ap. Som du ser er usikkerheiten til x proporsjonal med L og usikkerheiten til p
omvendt proporsjonal med L. Rekn til slutt ut produktet AzAp. Viss du har rekna rett,

far du AzxzAp > %h Dette er eit dgme pa eit generelt resultat i kvantemekanikken, nemleg
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Heisenberg wuskarpheitsrelasjon. Ein kan vise at uansett korleis bglgjefunksjonen er, kan
usikkerheitsproduktet aldri AzAp aldri bli mindre enn %h:

1
AxAp > §h : (0.6)
I bglgjeteori laerer ein at jo kortare ei bglgjegruppe eller bglgepakke

1 > ikx
f) = 5= | atkyetdn

er, desto stgrre blir usikkerheiten Ak i bglgjetalet. Med k& = p,/h kan vi og seie at jo
kortare ei bglgjegruppe

1
\V2mh

er, desto stgrre ma usikkerheiten Ap, i impulsen (Ap, = hAk) vere. Omvendt kan vi alltid
gjere Ap, liten ved a velge ein "smal” funksjon ¢(p,) eller g(k), men dette vil da “straffe
seg” ved at bglgja 1 (x) blir sveert lang, dvs usikkerheiten Az i partikkelens posisjon blir
stor.

Uskarpheitsrelasjonen ovanfor er eit spesialtilfelle av ein meir generell uskarpheitsrelasjon
for to fysiske observable F' og G,

Y(x) = /_ O:o d(ps)e?**Mdp,

(AF)4(AG)y > 3] <z[ﬁ, G >\I/ | V (kvadratisk integrerbare) W.

Fra den siste relasjonen framgar det at Heisenbergs uskarpheitsrelasjon er ein konsekvens av
at z og p, ikkje kommuterer:
[z, ] = ih.

Det er denne relasjonen som gjer at observablane = og p, ikkje kan ha skarpe verdiar samtidig.

Eit anna dgme pa observable som ikkje kan ha skarpe verdiar samtidig, er komponentane
L, =yp. —2py, Ly = 2p, —xp, og L.=xp, —yp, av dreieimpulsen L =r x p for ein
partikkel. Desse er som vi skal sja viktige observable for system som beskrivast vha kulesym-
metriske potensial, som t.d. H-atomet.

c) (V) og (K) for grunntilstanden i hydrogen
I forelesningane og i gving 1 har vi sett at grunntilstanden for hydrogenatomet er
1 = (wad) /2~

og har energien FE; = —%ozzmec2 (~ —13.6 eV). Vis at forventningsverdiane av den kinetiske
og den potensialle energien i denne tilstanden er

(V)Y=2F (=~ —27.2) eV 0g (K)=—F,(~13.6) eV.

Du kan fa bruk for integralet

o - n!
/ e dy =
0

antl ’

og
Ax - Ap, > %h (Heisenbergs uskarphetsrelasjon),
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d) Estimat av (K) Gjor eit enkelt overslag av (K) = - <pf: + p; +p§> for hydro-
gentilstanden 11, ved hjelp av uskarpheitsrelasjonen og samanlikn med formelen ovanfor.
Hint: Anta at Ap, ~ h/ag osv, og bruk at (p,) = (p,) = (p.) = 0. Merk at
(Ap.)? = (p2) — (p.)”. Det kan hende du far bruk for 4 vise at Rydberg-energien 1a2m.c?
ogsa kan skrives pa forma h*/(2m.a2).

Oppgave 3

I denne oppgava ser vi pa eit system som ganske enkelt bestar av ein fri partikkel med
masse m. Ein tenkjer seg at dette systemet (eller eigentleg eit ensemble av slike) blir pre-
parert i ein tilstand med bglgjefunksjon ved t =0 !

\IJ([L‘, 0) - (271'02)_1/46_352/40261'73096/71.

T &lyo) oC 64{%5‘;6%

Merk at bglgegruppa ¥(z,0) er ei harmonisk planbglgje modulert med ein Gauss-faktor.
Gauss-faktoren sgrgjer for at W(z,0) er kvadratisk integrerbar (i motsetning til den har-
moniske planbglgja exp(ippz/h) som vi har i de Broglie-bglgjene). Ifglgje postulat B (“til-
standspostulatet”) inneheld funksjonen W(z,0) all den informasjonen om ensemblet (ved
t = 0) som det er mogleg a skaffe seg. Som eit ledd i arbeidet med a “knekke den kvante-
mekaniske koden” skal vi na sja korleis vi kan hente ut denne informasjonen

a) Argumentér for at forventningsverdien av posisjonen z for denne tilstanden ved ¢t = 0 er
lik null, og for at usikkerheiten Az er uavhengig av parameteren py. Hint: Sja pa sannsyn-
legheitstettheiten |¥(z,0)%. (Moralen er her at det lgnner seg med litt oversikt; istadenfor
berre a rekne slavisk i veg.)

b) Rekn ut Axz. Hint: For a spare litt arbeid med integrasjonene er det kanskje en fordel a
innfore o = 1/20%, og merke seg Gauss-integrala

Iy(a) = / e dy = z, L(a) = / e dy = ——2 = /& - %a_S/Q, 0SV.

—00 (0% —o0 oo

! Korleis ein skal ga fram cksperimentelt for 4 prepare eit einsemble av frie partiklar slik at initialtil-
standent svarer til bglgefunksjonen ¥(z,0) er kanskje ikkje heilt lett a forestille seg. I kvantemekanisk teori
er det vanleg a anta at ein i prinsippet kan prepare einkvar initialtilstand for det aktuelle ensemblet utan a
bekymre seg for mykje om det reint praktiske. La oss likevel gjere eit forsgk. Vi har ein “partikkel-kanon”
som skyt ut ein partikkel som forlet kanonen (z = 0) ved ¢ = 0, med impuls & py. For a fa eit ensemble av
slike partiklea ma vi gjenta eksperimentet mange gangar og nullstille klokka etter kvar avfyring. Alternative
kan vi sende ut ein skur av partiklar samtidig ved ¢ = 0. Eit slikt ensemble kan vi representere ved ein
bolgefunksjon i form av ei bglgegruppe som fglgjer partikkelskuren.
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Kva er den fysiske tolkninga av (x) og Az, nar ein gjer ein serie malingar av posisjonen 7

c) Dersom ein veljer parameteren o veldig stor, er W(x,0) praktisk talt ei rein harmonisk
planbglgje. Ei harmonisk planbglgje exp(ipox/h) svarer som vi husker til ein skarpt definert
impuls, p, = po. Kva trur du ut fra dette vil skje med forventningsverdien (p, ) og usikker-
heiten Ap, nar o vokser mot uendeleg?

d) Funksjonen W (x,0) gjev ogsa eit ngyaktig svar pa spersmala i ¢): Bruk forventningsverdi-
postulatet (C) til a rekne ut (p,) og Ap, (for vilkarleg py), og vis at usikkerheitsproduktet
Ax - Ap, faktisk har den minste verdien det kan ha ifglgje Heisenbergs uskarpheitsrelasjon,
for alle o og po.
[Hint: Vis at

DV (x,0) = (po + thax)¥(z,0) og

P2 (z,0) = [(po + ihax)? + h*a]¥(z,0), a=1/20"

Med desse uttrykka vil du sja at dei integrala som dukkar opp under utrekninga av (p, ) og
(p?) er normeringsintegralet samt integrala for (z) og (x?), som vi alt har rekna ut. Her
er det altsa igjen lurt a skaffe seg litt matematisk oversikt og ikkje rekne i veg.

Kva er den fysiske tolkninga av (p,) og Ap,, nar ein gjer serie malingar av impulsen p,?
(ps) og Ap, har samanheng med sannsynlegheitsfordelinga av impulsen p, i den aktuelle
tilstanden. Kan ein tenkje seg at ein kan finne sannsynlegheitsfordelinga for impulsen fra
belgjefunksjonen ¥(z,0)?

e) Oppforselen til systemet vart for ¢ >0 er gjeven ved Schriodingerlikninga for ein fri
partikkel. Bglgjegruppa vil da bevege seg. Kva gruppehastigheit trur du at belgjegruppa
U(z,t) far?



