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Frist for innlevering: tirsdag 24. februar, kl 17.00

OVING 4

Oppgéve 1 Vibrerande to-partikkel-system

Som diskutert pa side 110 i boka til Hemmer, er det eit viktig poeng — bade i klassisk
mekanikk og i kvantemekanikk — at eit to-partikkel problem essensielt kan reduserast til
eit ein-partikkel problem. Dette er relevant bade for bundne to-partikkel system (som t.d.
H-atomet) og for ubundne system, slik vi har i spreiingsprosessar.

Dette kan vi illustrere ved eit eindimensjonalt system, der to partiklar med massar my
og my er forbundne med ei masslaus fjeer med fjeerkonstant k. Ved likevekt (med avspent
fjeer, og null krefter) er relativ-koordinaten mellom dei to partiklene, = = x; — x9, lik [.
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Elles er kreftene pa m; og mo heile tida motsett retta og proporsjonale med utslaget fra
likevektsavstanden, x1 —xo —[l=2x —1[:

Fi=—-F=—k(zy—xs—1) = —k(z - 1).

Sidan desse kreftene berre avheng av relativ-koordinaten x, ma dette og gjelde for den
potensielle energien. Desse kreftene kan ein finne fra potensialet V = %k(x —1)%, vha

OV 9V o
or;  Ox Oz

F = i=1,2.
[Vi tenker oss altsa at all bevegelse skjer i z-retninga, dvs vi ser bort fra at systemet kan
rotere om tyngdepunktet for to-partikkelsystemet.|

a) Klassisk tilnserming: Om vi fyrst tenker oss at vi held my fast i origo, slik at x5 = 0,
er ifglgje Newtons 2. lov
—k(z—1)  d’z  d*(z—1)

Fy
= TdE = g (@=0a=m).

Sett inn prevelpysinga = — [ = Acos(wit + «) 1 differensiallikninga med strek under, og vis

at den klassiske vinkelfrekvensen er
k

w1 = —
my
Dersom vi held m; fast, far vi tilsvarande svingningar med vinkelfrekvens wy = \/k/mso.
Og na kjem poenget: Let vi bade m; og my svinge fritt (som to atom i eit toatomig
molekyl), skal du vise at relativ-avstanden svingar med vinkelfrekvens w som er stgrre enn
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bade w; og wy: Vis fyrst at den andrederiverte av utsvinget  — [ er lik —(x — 1)k /pu, der u
er den sakalla reduserte massen, definert ved 1/u=1/my+ 1/my :
z 1,1

k 1
S =) == ——(z—1 der —=—
@ =) L@, er o=t

mimeo )

— =
< H m1+m2

Hint: Bruk d?z;/dt* = F;/m;, (i =1,2).
Sett deretter inn funksjonen x — [ = Acos(wt + «) i differensiallikninga ovanfor, og vis at
vinkelfrekvensen w er stgrre enn w; og wo.

Korleis bevegar tyngdepunktet for to-partikkel systemet seg nar det ikkje verkar ytre
krefter? [Jf Newtons 1. lov.]

b) Kvantemekanisk tilnserming. Med utgangspunkt i energioperatoren H=K +K,+ Vi(x)
for dei to partiklane kan ein vise at relativbevegelsen for dei to partiklane er gjeven ved den
tidsuavhengige Schrodingerlikninga

o

———— 4+ k(= 1)?| ¥(x) = Ey(x),

s ke = 02| v(a) = Buto)
der u er den reduserte massen og z er relativkoordinaten. Kva blir energinivaa? Kva er
energieigenfunksjonen for grunntilstanden som funksjon av relativkoordinaten z?
[Hint: Svara finn du utan a rekne, ved a samanlikne med standardutgava av ein harmonisk os-
cillator, som er ein partikkel med masse m som bevegar seg i potensialet V(q) = Skq? = %

=3 mw2q2.
Den tidsuavhengige Schrodingerlikninga for dette systemet er

h2 82 h2 62
l_zman + ;kcf] U(g) = [—q +3mw’e?| ¥(q) = B (q),

med energieigenverdiane

k
E,=h|—(n+3) = hw(n+ 3), n=0,1,2,---
m
Energieigenfunksjonen for grunntilstanden er

wo(q) = Coe™ ™0 /2, Co = (mw/mh)Y4, }
¢) Vis at Hamilton-operatoren H = K; + Ky + V(z) (der Ky = p?/2my osb) kan skrivast
som

A

A~ P2 p? ~ h 0 h 0
o Ty TV me iox % PT o
der L
mixy + Mot m m
T =T — I og X:ﬁzﬁlxl—l—ﬁ:@
er relativkoordinaten og tyngdepunktskoordinaten. [Hint: Ved hjelp av kjerneregelen har vi
0 _ 00X 900 m O 0 0 _md 0
Or,  0X O, Ov 01 M OX 0z % Oz, M OX oz

Fra desse uttrykka kan du finne p; og p, uttrykt ved P og p.| )
Kva fysisk observabel svarer operatoren P til? [Hint: Vis at p; + ps = PJ.
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d) Da H kommuterer med operatoren P, kan vi finne energieigenfunksjonar som og er eigen-
funksjonar til P, med eigenverdi P. Desse eigenfunksjonane vil generelt avhenge bade av
relativ-koordinaten x = x; — x5 og av tyngdepunktskoordinaten X. Vi skal na beskrive
dette systemet fra tyngdepunkts-systemet, der den totale impulsen P til dei to partiklane pr
definisjon er lik null. Forklar (vha eigenverdilikninga Py = Pi) kvifor energieigenfunksjo-
nen blir uavhengig av tyngepunktskoordinaten X, og sammenlikn energieigenverdilikninga
med likninga i b).

Oppgéve 2 Vibrasjonsfriheitsgraden for toatomig molekyl

Nar eit oksygenmolekyl O er i grunntilstanden, er avstanden mellom dei to kjernene noksa
ner ein viss likevektsavstand (omlag ein Angstrom).

Denne likevektsavstanden svarer til eit energiminimum for dette systemet. Prgver vi a
dytte dei to kjernene (og dermed elektronskyene) nsermere kvarandre, eller a trekkje dei
fra kvarandre, kostar dette energi, og molekylet motsett seg endringa med ei kraft som er
tilngerma proporsjonal med utslaget fra likevektsavstanden. M.a.o: Vi har (for sma utsving)
ein tilneerma harmonisk oscillator. (Jf Tillegg 3, side 25-26.)

a) Eksperimentelt viser det seg at den (tilnsermet ekvidistante) avstanden mellom energinivaa
for denne oscillatoren er hw ~ 0.20 eV. Med oksygenmassen m finn vi fra forre oppgava
at fjeerkonstanten for dette systemet er £k = %mwQ. Gjer eit numerisk overslag over denne
fjserkonstanten, og vis at fjaera er ganske kraftig. Fjserkonstant er omlag 10° N/m. [Massen

til et oksygenatom er ca 16 ganger protonmassen, som er m, ~ 1.67 - 10727 kg.|

b) Eit ja/nei-spgrsmal: Kan avstanden mellom dei to kjernene vere skarpt definert?
Som mal for kor store typiske utslag for denne oscillatoren er, kan vi ta lengda \/h/mw

(som er v/2 ganger usikkerheiten Az). Sett inn talverdiar og vis at utslaaga for kjernene er
sma samanlikna med atomradier (eller med avstandane mellom kjernene i eit molekyl), som
typisk er 10719 m.

c) Tenk deg at vi har ein makroskopisk oscillator med same fjeerkonstant, dvs eit poten-
sial V(z) = %ka, og en makroskopisk partikkel med masse M =1 kg. Vis at forholdet
mellom energibelgpet hw’ for denne oscillatoren og belgpet hw for oscillatoren ovanfor er

ca 10713, Rekn ut lengda /h/Mw’, som gjev skalaen for utslaget av den tunge massen (i

grunntilstanden), og vis at denne lengda er ca ein faktor 107 mindre enn /i/mw for den
lette massen.

d) Den tunge massen oscillerer na med eit utslag pa x4, = 10 cm. Samanlikn energien
E = %k(xmaa:)2 for ein slik svingetilstand med energibelgpet Aw’ for denne oscillatoren, og
finn ut kor store kvantetal n’ dette svarer til. [Hint: Hugs at E], = ho'(n’ + 1).]
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Oppgéve 3 Ikkje-stasjonzer tilstand for partikkel i boks

Ein partikkel med masse m er i ein uendeleg djup eindimensjonal potensialbrgnn (boks) med
vidde L:

V(:v):{o for 0<z <L,

oo elles.

Ved t =0 preparerer vi dette systemet i ein tilstand slk at bglgefunksjonen er
16 3
U(x,0) = (/— (sin m) .

Figuren viser v/LV(z,0) og L|¥(x,0)|? som funksjonar av z/L.

A

47

L8660
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a) Rekn ut fra diagrammet ovanfor forventningsverdien (), til partikkelens posisjon ved
t = 0. Kva kurve i diagrammet er relevant nar du pa gyemal skal estimere kor stor usikker-
heiten (Ax)o 1 posisjonen er ved ¢t =0. Kva er ditt estimat?

b) Da det ortonormerte energiegenfunksjonssettet for boksen,

2 nk2
¢n(x):\/;sink:n:c, k:n:n%, E,=—"=% n=12---,

om

utgjer eit fullstendig sett (dvs dannar ein basis), kan ein utvikle initialtilstanden i dette settet.
Bruk formelen 4sin®y = 3siny —sin3y til & finne koeffisientane ¢, i utviklingsformelen

o

U(z,0) = Z Cnthn ().

n=1

c) Vis at initialtilstanden W(z,0) er normert. [Hint: Normeringsintegralet kan skrivast som

L * .
/ (Z CM/%) (Z ann> dr = Z C;:Cn/ w:wndw ]
’ k n k,n 0

d) Etter prepareringa (for ¢t > 0) er bglgjefunksjonen

[e.e]

U(z,t) = > cothp(w)e Ent/h,

n=1

der ¢, er koeffisientane som ein skulle finne ovanfor. Ein gjer ei maling av energien FE til par-
tikkelen ved ¢ =0 (umiddelbart etter prepareringa). (i) Kva er dei moglege maleresultata,
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og kva er dei tilhgyrande sannsynlegheitene?

(ii) Rekn ut forventningsverdien ( E'), av energien ved ¢ =0 (uttrykt ved grunntilstands-

energien E).

(iii) Kva blir bglgjefunksjonen for systemet etter ei slik maling?

(iv) Kva blir svara pa (i) og (ii) dersom ein gjer malinga ved tida t (dvs ei stund etter

prepareringa)?

Etter overslaget av usikkerheiten (Az)g i a), kan det vere interessant a undersgke (Ap,)o.
Vis fyrst at (p,), =0. Finn deretter (p2), (t.d vha resultatet for (E),), og sett inn
usikkerheiten (Ap,)o (og overslaget over (Ax)g) i usikkerheitsproduktet (Az)o(Aps)o-

Oppgave 4 Diracs i-funksjon

a) I uttrykka nedanfor er §(z) Diracs o-funksjon. Rekn ut:

/méﬁjﬂxﬂx

/O:O d(z —c)g(x)dx
/_Oo d(x)(Az + B)dx
[:Wx—®+5@—®V@Mx

/AWx—D+5@+$b@Mx

7 /mammf@mx

— 00

/md@x—®f@Mx

1 oo .
7/ @y
2T —00
1 oo .
- —iza
27 /—oo ¢ v
1 o
7/ e
21 J -0
Lo ing
/ el 2df1

271 J oo

/o:o o(x —2")o(x — 2" )dx

(Les f1 og fo som “faktor 17 og “faktor 27.)

b) Ved a teikne eit diagram vil du sja at funksjonen

fa) = { const

const +x

I

(NB! Integrasjon over a)

r <0,
x>0
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har ein “knekk” for x = 0. Den deriverte av denne funksjonen er apenbart sprangfunksjo-
nen,

df 0 for x<0,

m_®<x>—{ 1 for x>0.

Overtyd deg om at den 2.-deriverte av funksjonen f(z), dvs den 1.-deriverte av sprang-
funksjonen, er -funksjonen:

P _d6_

Hint: Bruk relasjonen

/_AA de:lix) dr = O(A) — O(-A) (for A > 0),

eller sja pa relasjonen

, #

24, (x)

> X

4
&%

i

‘»X

~% %%

1 grensa € — 0.



