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@ving 4: Skratt kast med luftmotstand og skru.

Innledning

I denne gvingen skal vi regne pa et skratt kast med luftmotstand og skru. Luftmotstand er noe man er
vant til & neglisjere, fordi beregningene blir vanskelige & utfere med penn og papir. Derfor skal vi bruke
en numerisk metode og Matlab i denne gvingen.

Vi presenterer fgrst fysikken bak luftmotstand og skru. Sa presenteres den numeriske metoden som
skal brukes, og hvordan dette gjores enklest mulig i Matlab. Dersom du har kontroll pa numerikk eller
Matlab kan du skumlese disse avsnittene, da vi er sveert grundige her. Det er oppgitt et Matlab- skript
pa side 3 som du kan ta utgangspunkt i. Det ligger ogsa to matlab-filer pa nettsidene (til oppg.1 og til
oppg.2), som du gjerne kan laste ned med en gang.

Fysikken bak

For a regne pa luftmotstand, ma vi forst ha en fysisk modell for hvordan luftmotstanden virker. En
rimelig antagelse er & si at luftmotstanden er proporsjonal med kvadratet av farten, og motsatt rettet
av farten, altsa:

Fy = —0Kv?,

der K er en empirisk bestemt konstant.

Alle som har spilt fotball, vet at det er livsviktig & kunne skru ballen. Den fysiske forklaringen pa

at man kan skru en ball kalles Magnus-effekten, etter tyskeren Heinrich Magnus som beskrev den i

1852. Kraften er gitt ved

Fip = S(@ x ),

der S er en konstant som avhenger av konstanten K i forrige likning. Vi antar her at legemet som

kastes er en kule. Hvorfor denne kraften oppstar, kan ses fra figur 1.

Vi ser med en gang analogien til en flyvinge:
pa den siden der luften far “hjelp” av rotasjo-
nen til a bevege seg fortere, blir trykket lavere
(Bernoullis lov). Dermed vil kraften virke i denne

X retningen. De som er veldig glad i Fluidmeka-

nikk vil kanskje en gang laere at dette kommer fra
Kutta-Joukowskis teorem.

l Dersom du er ukomfortabel med & er det
ingen grunn til bekymring, det hele er meget
enkelt. Stgrrelsen pa & er som vanlig 27 delt
pa omlgps-perioden, og retningen bestemmes av
hgyrehandsregelen: la fingrene pa hgyre hand
dreie rundt med rotasjonen, da vil tommelen peke

F v i &J sin retning.
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Figur 1: Magnus-effektens opphav og retning pa
et legeme som spinner. Et koordinatsystem vises
gverst til hgyre, her gir z-aksen ut av papirplanet.

!Figur av Bartosz Kosiorek, lisensiert under Creative Commons 3.0. Original utgave finnes her.


http://en.wikipedia.org/wiki/Kutta-Joukowski_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Magnus_effect.svg

Numerikk

Siden kraften er proporsjonal med akselerasjonen, F = md, og vi har innfgrt en variabel kraft, vil
dette si at akselerasjonen ogsa er variabel. Vi har med andre ord differensiallikninger for posisjon og
hastighet som skal lgses numerisk. Den enkleste maten & gjore dette pa er Eulers metode, som er en
veldig naturlig metode: ved tiden ¢y har vi initalbetingelsene (her bare for luftmotstand):

¥ = 7y,
U = g,
. o Kwv?
a=—gz—17 .
m

Her peker z-aksen oppover, slik at tyngdekraften virker i negativ z-retning. Hvis vi na gar et lite skritt
fremover i tid, til ¢’ =ty + At, sa er det naturlig a si at

r' =7y + vHAt,
v = vy + dAt,
= R A/.K"UI2

=—gZ—v

Det vi antar her er at hastigheten (og aksele-
rasjonen) endrer seg lite ilgpet av At, sa vi bruker
verdiene for hastighet og akselerasjon som vi har
fra tiden tg. Men vi oppdaterer hastigheten og A Z
akselerasjonen, slik at i neste skritt bruker vi disse
nye verdiene som en god tilnserming. Merk at det
star v’ 1 den siste likningen for akselerasjonen! Vi
bruker altsa den nyeste verdien for hastigheten
her.

Til hgyre ses en illustrasjon av hvordan dette
kan se ut for posisjonen nar vi gjor 4 tids-steg.
Dette ser kanskje ikke ut som en god tilnserming,
men dersom vi gjor skrittlengden kortere og kor-
tere, vil tilnsermingen ganske fort bli veldig bra. X

>

Programmering

Nar vi skal skrive et skript i MatLab som skal
lgse dette iterativt, ma vi forst definere initialbe-
tingelsene, og sette inn tallverdier. Vi mé ogsa
bestemme stgrrelsen pa At. Vi trenger kun 2 ko-
ordinater x og z nar vi bare ser pa luftmotstand,
siden legemet beveger seg i en rett linje sett oven-
fra.

Sa ma vi finne et stopp-kriterie for lgkka som skal kjgre. Vi kan velge & bruke en for-lgkke som skal
kjgre sa den finner f.eks 100 punkter, eller vi kan bruke en while-lgkke som kan kjgre til et bestemt
punkt nas. Uansett er det stgrrelsen pa At som bestemmer hvor ngyaktig resultatet blir, jo mindre jo
bedre. Men hvis den blir alt for liten, vil programmet vart bruke veldig lang tid. Altsa ma vi velge et

Figur 2: Den nederste linjen er den virkelige po-
sisjonen, mens den gverste er tilnaermingen. Merk
forskjellen med koordinatsystemet fra forrige figur:
her ser vi kastet fra siden, i sted sa vi kastet ovenfra.

kompromiss.

Nar vi skal plotte punktene datamaskinen finner for oss, velger vi & lagre x- og z-verdiene for alle
stegene i to separate vektorer lagraX og lagraZ, slik at [lagraX(i),lagraZ(i)] vil veere en vektor der vi
kan variere 4 for & finne posisjonen ved forskjellige tidspunkter. For & gjgre det, legger vi inn verdier i
lagraX og lagraZ underveis i lgkka. I Matlab skriver vi da lagraX=[lagraX, x] for a “fylle pa” med den
nye verdien x bakerst i lagraX.
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Her kommer det utlovede eksempel-skriptet, der vi endrer akselerasjonen i z-retning med 0.07 for
hvert tids-steg. Dette kan du bruke som grunnlag nar du skal lgse oppgaven, og det ligger som en
Matlab-fil pa nettsidene sa du skal slippe & kopiere og lime inn herifra.

r=[0,207; %Dette er startverdien for r=[x,z]
lagraX=[r(1)1]; %Startverdien for x = r(1) lagres i lagraX
lagraz=[r(2)1;

deltat=0.01; %En ganske fornuftig verdi for deltat
v=[5,2]; %Dette er utgangshastigheten.

a=[0,-5]; %Dette er startverdien for akselerasjonen

ztopp = 0; %Denne skal lagre maksimal z

while (r(2)=0) %Vi kjorer helt til vi treffer bakken
r=r+vxdeltat; %Her endrer vi r-verdien som tidligere forklart.
v=v+axdeltat; %Her endrer vi v likedan.
a=[a(1), a(2) - 0.071; %Her endres kun z-verdien av akselerasjonen.

lagraX=[lagraX, r(1)7; %Legger til den nye x-verdien til lagraX-vektoren.
lagraz=[1lagraz, r(2)1;
if (v(2) 0)
ztopp = r(2); %Mens farten i z-retning er positiv, oppdaterer vi ztopp.
end
end

plot(lagraX, lagraZ) %Plotter punktene vi har funnet, og viser grafen.
disp(x)  %Skriver ut x-verdien for punktet der objektet lander.

Oppgave 1

Vi skal undersgke et skratt kast fra en hgyde pa 5,0m. Utgangshastigheten skal vaere 4,0m/s, og ha
retning 60° i forhold til horisontalplanet. K=2kg/m. Massen til objektet som kastes, er 3,0kg.

a) Plott banen til kastet. HUSK: gravitasjonskraft

b) Undersgk hva farten er i x- og y-retning rett fgr den treffer bakken.

¢) Hva er farten nar objektet er pa sitt hgyeste punkt i banen?

)
)
)
)

d) Prov a sette K=0. Hvilken bane far du na? Hva er den fysiske tolkningen?

Oppgave 2

Vi skal na legge til Magnus-effekten. Det vil si at du ma legge til et ledd i uttrykket for akselerasjonen.
Anta at @ er konstant. Husk a dele pa massen for a fa akselerasjon! Her vil den observante straks
bemerke at vi trenger 3 koordinater, sa du kan ta utgangspunkt i den andre Matlab-filen som ligger pa
nettsidene. Les ogsa kommentarene i denne filen.

Det anbefales at du skriver akselerasjonen pa vektor-form i Matlab-koden, slik som posisjonen og
hastigheten, da dette er mye enklere. I Matlab skriver vi ¢ = cross(a,b) for & fa kryssproduktet mellom
a og b. Det er noen linjer i Matlab-filen som er kommentert ut. Disse tegner et fotball-mal og skal
brukes i del b).

a) Plott banen til kastet med initialverdier som i forrige oppgave, og S = 0.05 K, &J = —872-s~ L.

Ser dette fornuftig ut, dvs. skrur kastet riktig vei? (HINT: retningen pa kraften kan finnes med
hgyrehandsregelen.)



b) Vi skal regne pa et straffespark i fotball. Da trenger vi litt data:

e Et straffespark tas fra 11.0m, og en fotball veier 450g.

e Se figuren under for koordinatsystem, og definisjon av vinkelen ¢, som skal vaere slik at
utgangshastigheten peker mot midten av malet.

e Vinkelen 6 i forhold til horisontalplanet er pa 18.3°, som gjor at ballen gar like under
tverrliggeren.

e Utgangshastigheten for en fotballproff er 80 km/t for et skudd som skal skrus mye.
e Enhetsvektoren i dette koordinatsystemet er [cos¢ cosf, sing cosf, sinf)].
e Realistiske verdier er K = 4.655-1073, S = 4.190-1073. !

Eksperimenter med forskjellige verdier for &, og se om du klarer a skru ballen i venstre kryss.
Er denne verdien for & realistisk? (HINT: her kan du bruke den koden som tegner et fotballmal!)

Figur 3: Her vises koordinatsyste-
met, og en utgangshastighet v er lagt
inn for & vise vinkelen ¢.

!Se f.eks. Reilly, Cabri, Aradjo: “Proceedings of the Fifth World Congress on Science and Football”, Routledge (2005)



